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Introducao: A integral de Riemann

No que se segue, vamos apresentar a integral de Riemann-Sieltjes.

Dados a< b, seja HA([a, b], R)={f:[a, b] =R tal que f é limitada}.

Definicao

Dizemos que P = {xo, X1, ,Xn} € uma particdo de [a, b] se
Xp=a<x1<x<--<xp_1<xp,=b. (1)

Se Axj = x; — xj—1, 1 < i< n, |P|| :=sup{Ax; :1<i< n} serd

chamada de malha da particao P.

Se f € #([a,b],R), Mi=sup f(x), mj= inf f(x)e

X€E[xi_1,xi] X€[xi—1,xi]
chamamos de soma superior e inferior da func3do f relativas a P,
as somas

n n
UP.f)=> MiAx,  LP,f)=) milx.
i=1 i=1
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A integral de Riemann-Stieltjes

Note que

ozn:AX,':b—a
i=1

o L(P,f) < U(P,f) poismi < M;, 1 <i<n.

e m=inf f(x)e M=sup f(x), m<m;<M; <M, 1<i<n.
x€la,b] xe[ab]

m(b—a) Zm,Ax,gz:MAx, U(P, f)< M(b—a)
e Os conjuntos { U( 73, f):Pe@[aﬁb]} e {L(P,f):PEPp}

sdo limitados inferiormente e superiormente, respectivamente,
onde [, = {P : P € particdo de [a, b]}.
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A integral de Riemann-Stieltjes

Definimos a integral superior de Riemann de f em [a, b] por

b
/a f(x)dx = Pig?; U(P,f)

e a integral inferior de Riemann de f em [a, b] por

b
/ f(x)dx = sup L(P,f).
a Py

Dizemos que f é Riemann integravel em [a, b| se

/abf(x) dx = /abf(x).

O valor comum acima é chamado integral de Riemann de f em

b
[a, b] e denotado por / f(x) dx
a
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A integral de Riemann-Stieltjes

X ([a, b])={f € B([a, b],R):f Riemann integravel em [a, b]}.

Nem toda fun¢do limitada é Riemann integravel. De fato, seja
f :[0,1] — R dada por

0, para xe€QnNJo0,1]
1, para xelInJo,1].

E claro que f ¢ limitada em [0, 1]. Mostremos que f ndo é
Riemann integrdvel em [0, 1].
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De fato: Se P = {0 = xp, x1," - , Xp = 1} € P[g 1}, como
Mi = sup,ep_;.x] f(x) =1emi=inficpy ;) f(x) =0,

U(P, f) = zn: M,’AX,‘ = zn: AX,‘ = 1,
i=1

i=1

L(P, f) = zn:m,'AX,' = zn:OAX,' =0.
i=1 i=1

Sendo assim,

/Olf(x)dx: 1 #/Llf(x)dx:o.

e f ndo é Riemann integravel em [0, 1].
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Integral de Rieman-Stieltjes: Definicdo e caracterizagdo

A seguir introduziremos a integral de Riemann-Stieltjes. Seja
a : [a, b] — R ndo-decrescente. Claramente « ¢ limitada em |[a, b].

Dada P = {x0,x1, " ,Xn} € P[54}, Para 1 <i < n, seja
Aci = a(x;) —a(xj—1) >0, 1<i<n.
e, dada f € #([a, b],R), defina

UP,f,a) =Y M;Aaj,
L(P,f,a) = Z m; A,

com M;= sup f(x), mj= inf f(x), como antes.
XG[X,'_l,X,'] XE[X,‘,LX;]
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Note que

z”: Aca; = a(b) — afa)
i=1
L(P,f,a) Zm,Aa,<ZMAa, U(P, f,a)

m [a(b)—a(a)] :Z mAa; < Z M;Aa;=U(P, f,a)

L(P,f,a) Zm,Aa,<MZAOé: M [a(b)—a(a)]

onde m = inf, [, f(x) € M = sup,cp, ) f(x), como antes.
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Disto segue que os conjuntos
{L(P’ f’a); P e ‘@[a,b]} € {U(Pv f,Oé); P e ‘@[a,b]}

sdo, respectivamente, limitado superiormente e inferiormente em
R. Logo definimos a integral superior e a integral inferior de
Riemann-Stieltjes da fungdo f em [a, b], relativamente a « por

b b
/fda: inf U(P,f,a)e/ fda = sup L(P,f,a).
a Pes Ja_ Py
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A fungdo f é Riemann-Stieltjes integravel em |[a, b],
relativamente a a se

b b
/fda:/fda,
a Ja_

e o valor acima é chamado integral de Riemann-Stieltjes de f
em |[a, b], relativamente a fungdo «. e serd denotado por

/abfda ou /ab f(x) da(x)
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Integral de Rieman-Stieltjes: Definicdo e caracterizacdo

Denote por Z(a, [a, b]) = {f € #([a, b],R) : f é Riemann-Stieltjes
integravel [a, b], relativamente a a}.

Se «: [a, b] — R é dada por a(x) = x, x € [a, b] a integral de
Riemann-Stieltjes, relativamente a «, coincide com a integral de

Riemann, ou seja,
b b
/ fda :/ f(x)dx
a a

pois, neste caso, Aa; = a(x;) — a(xi—1) = xi — xi—1 = Ax;,
1<i<n.

Note que « : [a, b] — R sé precisa ser ndo-decrescente em |a, b],

para podermos definir a integral de Riemann-Stieltjes de fun¢des
f € #(|a, b],R) relativamente a «.
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Integral de Rieman-Stieltjes: Definicdo e caracterizacdo

Vamos supor, daqui em diante, que

a(b) > a(a). (3)

Caso contrario, a integral de Rieman-Stieltjes de f relativamente a
« seria nula para toda f € #([a, b],R).

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Andlise



. . P Introducdo: A integral de Riemann
A integral de Riemann-Stieltjes . =

Integral de Rieman-Stieltjes: Definicdo e caracterizacdo

A seguir passaremos a investigar em que situacdes existe a integral
de Riemann-Stieltjes, relativamente a funcdo «, para uma funcio
limitada, a valores reais, definida no intervalo [a, b].

Defini¢do (Refinamento)

Sejam P, P* € P, ), dizemos que a particdo P* é um
refinamento da particao P, se

P C P,

ou seja, todo ponto de P é um ponto de P*.
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Sejam P1, P2 € P, ) Definimos
P*="P1UPs. (4)

Entdo P* € &, ;) € P* € um refinamento comum a P; e a P».

Proposicao
Sejam P, P* € P, com P* O P. Entao,

L(P,f,a) < L(P*, f,«) (5)
UP*, f,a) < UP,f,a). (6)
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Prova: Se P* = P ndo hd nada a fazer. Se P C P*, seja
x* € P*\ P. Considere, inicialmente, o caso

P =PU{x"}.
Logo, se P tem n elementos, P* tem n+ 1 elementos e

P:{a:XO)Xl)"'7Xi0—17Xi07"',Xn:b,
* *
:{a:XO)Xl)"' y Xig—1, X 3 Xjg, =, Xn :b}
* * * * * *
= {a = X0 X1 s Xig—15 Xig> Xig4+15* 7 s X1 — b}
Semj= inf f(x), 1<i<nemi= inf f(x), 1<j<n+l
x€[xi—1,xi] x€Pt 4,x7]

Aaj=a(xj))—a(xi—1), 1<i <nela} —a( F)—a(x ), 1<) <ntl.
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Assim,
n+1 n

L(P*, f,a) = L(P,f,a) =Y _mf Aaf = > m;Aa;
j=1 i=1

_ * * * * . .
= mpy Dag + mi g Aag g — miy Ao,

= mp Aagy + miy g Aajy g — mpla(xi) — alx™) = a(x7) — alxe-1)]

* *
Aal.o 11 Aaio

= [miy = mig][a(x") = alxig—1)] + [mig 1 — mi][a(x;p) — a(x")] > 0

ou seja,
L(P*,f,a) — L(P,f,a) > 0.

O caso geral segue por inducdo. A desigualdade para a soma
superior é obitida de maneira andloga (Exercicio).
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Como consequéncia do resultado anterior temos

Teorema
Seja f : [a, b] — R uma fungdo limitada em [a, b]. Entido

b " b
/fdag/fda. (7)
Ja_ a

Prova: Do resultado anteior, se P1,P2 € P, e P*=P1UP2

L(P1,f,a) < L(P*,f,a) < U(P*,f,a) < U(Pa, f,a).

b b
/ fda= sup L(P1,f,a) < inf U(Pg,f,a):/ fda
a PreZ P a

completando a prova.
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Corolario

Seja f : [a, b] — R uma fungdo limitada em |a, b].

Entdo f € Z(a,[a, b]) se, e somente se, dado € > 0, existe uma
particdo P € £, tal que

0< U(P,f,a) — L(P,f,a) <e.
Prova: Note que, dado € > 0, se P € & é tal que a desigualdade

acima esta satisfeita,

b
L(P,f,a) < sup L(P' f,a) = / fda
Pe Ja

</ fda—Pllnf UP', f,a) < U(P,f,a)
a

€

b b
og/ fda—/ fda < U(P,f,a)— L(P,f,a) <e.
a Ja_
Segue que f € Z(«, [a, b]).
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Por outro lado, se f € Z(, [a, b)),

inf U(P,f,a) = sup L(P,f,a).
Jnf U(P,f,a) 5222( @)

Logo, dado € > 0, existem parti¢cdes Py, P> € & tais que

b b
u(P,f,a)<U(P2,f,a)</ fda+%:/ fda+ <.
a a

b € b €
L(P,f,a)}L(Pl,f,a)>/ fda——:/ fda — =,
Ja_ 2 a 2

onde P = P; UP,. Ouseja 0 < U(P,f,a) — L(P,f,a) <ep
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A integral de Riemann-Stieltjes

Teorema

Seja f : [a,b] — R € limitada e ¢ > 0 dado
1) Se existe P € & tal que 0 < U(P,f,a) — L(P,f,a) < ¢
entdo0 < U(P*,f,a)—L(P*,f,«a) < €, para todo refinamento
P* de P.
2) Se existe P = {a = xp,x1,-+* ,xn = b} tal que 0 <
U(P,f,a) — L(P,f,a) < € e para cada 1l < i < n, dados
si, ti € [xi—1, x|, entdo

D I (si) — F(t)] Aaj <. (8)

i=1

e sef € %Z(a,|a,b]),

b
< e (9)

Zf(t,-)Aa,-—/ f do
i=1
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Prova: 1) Seja P € & tal que 0 < U(P,f,a) — L(P,f,a) <ee
P* um refinamento de P. O resultado segue de

L(P,f,a) < L(P*,f,a) < U(P*,f,a) < U(P, f, ).

2) Sabemos que, para cada i € {1,2,--- ,n}, se s, t; € [xj_1, Xi]
entdo f (s;),f (t;) € [mj, Mi] e |f (si) — f (ti)| < M; — m; onde
m; = infyc_; 1 F(X) @ Mi = sup,cy, , « f(x). Portanto

Z|fs, t,)|Aa,<ZM mj)Aa;j=U(P,f,a)—L(P,f,a)<e
i=1

e o resultado segue.
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Se f € Z(w,[a, b]), dado € > 0, existe uma P € Z([a, b]) tal que
b
L(P,f,a) < / fda<U(P,f,a) < L(P,f,a)+e¢
a
Escolhendo t; € [xi—1,xi], f(t;) € [mi, Mj]

L(P,f,«) Zm,Aa,éZf ti)Aa;

< ZM;Aa; =U(P,f,a)<L(P,f,a)+e
i=1

e o resultado segue.;
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