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Funcdes Convexas
FuncGes Analiticas e Séries de Taylor

Funcoes Convexas

Seja | um intervalo, uma fun¢do f : / — R é convexa quando,
dados a < x < b em /, o ponto (x, f(x)) fica abaixo da reta que
liga os pontos (a, f(a)) e (b,f(b)). A equagao reta é
f(b) — f(a) f(b) — f(a)
b—a (x b—a (=
Logo f : I — R é convexa se, dados a < x < b em /,

y = —a)+f(a)ouy= b) + f(b).

) < =T o) a) ou 0 <« TOIZ I (e,

Ou seja, f: l—> R é convexa se uma das de5|gualdades
F(x) — f(a) _ F(b) ~F(a) _ f(b) ~ ()
x—a = b—a ~  b-x
sempre que a < x < b em /. Dizemos que f é estritamente
convexa se a desigualdade nesta definicdo é estrita.
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Teorema (Caracterizagdo de fungdes convexas)

Seja | C R um intervalo e f : | — R duas vezes diferencidvel.
Ent3o f € convexa se, e somente se, f"'(x) >0, Vx € I,

Prova: Se f”(x) > 0, Vx € I. Entdo, dados a,a+ h € I, existe ¢
entre a e a+ htal que f(a+ h) = f(a)+ f'(a )-h—|—fT(C)-h2.
Como f"(c) 20, f(a+ h) > f(a) + f'(a) - h. Disto segue que
7(”",)7 fa) < fla)se h<Oe 7f(a+h,)7_f(a) > f'(a) se h> 0.

Isto é, se a < x < bem [, entdo f()?::(a) < f(bg:i(x) ou seja
(F(x) — f(a))(b—x) < (f(b) — F(x))(x — a).
Sendo assim,
(f(x) —f(a))(b—a—(x—a))
(f(x)—f(a))(b—a)

Isto prova que f é convexa.
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(f(b)=f(a)=(f(x)—f(a)))(x—a) e
(f(b)—f(a))(x—a)

<
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Reciprocamente, se f convexa, dados a < x < b em [, temos
F(x) ~ f(a) _ F(b)— F(a) _ F(x)— F(b)

X —a b—a = x—b
Fazendox - aex — b
f(b) —f

e f' é ndo-decrescente em /. Logo f’(x) >0, Vx € l.

Observacao
1) Seja f diferencidvel. Entdo f' € crescente se, e somente se,
f é convexa.

2) Pode ser mostrado de forma andloga que, se f"(x) >
0, Vx € I, entdo f € estritamente convexa em |. A reciproca é
falsa (f(x) = x* € estritamente convexa em R mas f"(0) = 0).
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Funcdes Analiticas e Séries de Taylor

Seja f: | — R de classe C*°. Se a,x € [°, entdo podemos
escrever, para todo k € N:

(n-1)
F(x) = F(a)+F(a)(x—a)+ MG

(n—1)!

()

(x—a)’+...+ (x—a)™ !

+ ra((x—a)),

onde ry((x—a)) = w -(x—a)",com0 < 0, <1.

A série

> £(n)( 4
> oy

n=0
chama-se a série de Taylor da fung¢do f em torno do ponto a.
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Esta série pode convergir ou ndo e mesmo que convirja sua soma
pode ser diferente de f(x).

Exemplo

Seja f : R — R definida por f(0) =0 e f(x) = e 2 sex # 0.
Mostre que f é C*°, f(M(0) = 0 para todo n € N e portanto a
série de Taylor de f em x = 0 € convergente para f(0) mas ndo
coincide com f para nenhum x # 0.

Definicdo
Se | C R é um intervalo aberto e f : | — R é uma funcdo, dizemos
que f é ana//’tica em I se, para cada a € | existe ¢ > 0 tal que a

()

série de Taylor Z -(x — a)" € convergente com soma
f(x), Vx € (a—e a—i—e)
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- - (n)
E claro que, a série de Taylor > f n!(a) - (x — a)" converge para

f(x) se, e somente se, Ii_r)n ra((x —a)) =0.
n—a

Exemplo

00 —_1)"
sen(x) — Z (2(n +)1)!X2n+1

o0
Veremos mais tarde que, se a série de poténcias E an(x —a)"
: . =l
tem raio de convergéncia R > 0 entdo a fungdo definida por

o
f(x) :Zan(x—a)”, x€(a—R,a+R)
n=0
€ analitica.
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FungGes de Variagdo Limitada (BV)

SereR, rf=max{r,0} e rr=max{—r,0} (r=r*—r7 |r|=r"+r").

Uma cole¢do {ap, - ,ak} de pontos em [a, b] é chamada uma
particdo do intervalo [a, b] se a=ap<a;<a,<---<axr=b. Seja
f:la,b] >R e {ap, - ,ax} uma parti¢do de [a, b]. Escrevemos

k k
p= Z[f(ai) —f(aic)]", n= Z[f(af) —f(ai-1)]", e
k

t= Z |f(ai) — f(ai—1)|=p+n e f(b)—f(a)=p—n
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Sejam
Po=sup{p:keNea=ay<ay <-- < a,= b particio de [a, b]}
N? =sup{n:keNea=ag<a; <--- < ay= b particio de [a, b]}

TP =sup{t:keNea=ay<ay <---<ax= b particio de [a, b]}

Dizemos que P2, N?e TP s30 as variagdes positiva, negativa e total
de f. E claro que

max{P2 NP} < TP < PP+ No e f(b)—f(a)=PP - NP

A funcdo f:[a, b] =R é de variacdo limitada se T2 <oo. Notacio
feBV([a, b]).

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Andlise



Funcgdes de Variacdo Limitada (BV) Funcdes de Variacao Limitada (BV)
FuncGes Monétonas e Lipschitzianas sdao BV

Funcoes Mondtonas e Lipschitzianas sdao BV

Teorema

1) Se f : [a,b] — R € Lipschitz continua entdo f : [a,b] — R €
de variagio limitada.

2) Sef :[a, b] = R é mondtona ento f : [a, b] — R € de variaco
limitada.

3) Se f : [a,b] — R € de variacdo limitada existem fun¢Ges ndo-
decrescentes g, h : [a, b] — R tais que f(x) = g(x) — h(x).
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Prova: 1) Se f é Lipschitz, max{P2 N°} < TP <L(b—a)< o
onde L > 0 é a constante de Llpschltz.

2) Se f é mondtona entdo T2 = |f(b) — f(a)| < oo.
3) Se TP < oo, defina g, h : [a, b] — Rpor g(x) =f(a)+Pj e

h(x) = NX, para cada x € [a, b]. E claro que g, h sdo
nao-decrescentes e que f(x) = g(x) — h(x)q
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NX
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Teorema

1) Se f : [a,b] — R € Lipschitz continua entdo f : [a,b] — R €
de variagio limitada.

2) Sef :[a, b] = R é mondtona ento f : [a, b] — R € de variaco
limitada.
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Prova: 1) Se f é Lipschitz, max{P2 N°} < TP <L(b—a)< o
onde L > 0 é a constante de Llpschltz.

2) Se f é mondtona entdo T2 = |f(b) — f(a)| < oo.
3) Se TP < oo, defina g, h : [a, b] — Rpor g(x) =f(a)+Pj e

h(x) = NX, para cada x € [a, b]. E claro que g, h sdo
nao-decrescentes e que f(x) = g(x) — h(x)q
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Medida Exterior

Se | = (a, b) defina ¢(I) = b — a. Dado A C R existe uma familia
contdvel de intervalos abertos que cobrem A. Seja %4 a colecdo de
todas as coberturas contaveis de intervalos abertos de A.

m*(A) = inf{Ze(/n) I} € @/A}

E claro que m*(@) =0, m*((a, b)) < b—a, m*({x}) =0, ¥x € R
e que, se AC B m*(A) < m*(B).
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Medida Exterior

Lema
m*[a, b] = m*(a, b] = m*[a, b) = m*(a, b) = b — a.

Prova: Como|a, b|C(a—5,b+5),Ve>0 temos m*([a, b]) < b—a.
Por outro lado se {/,} € %, existe uma subcolegdo finita
{lngs- -+ s In } de {I,} tal que UX_ 1, D [a, b] e

k

S ) <3 000

i=1
Podemos tomar uma subcobertura de {/,,--- , /I, } de forma que

ael,,J1 (y1,x1) e, recursivamente, se x; <b, XJE/,,I =(¥j+1, Xj+1)

parando para jo k tal que l Bb Assim, como yJ<Xj_1 <Xj,

Zf(’nfj)ZZ(Xj—yJ) >x,—y1>b—a
j=1
m*([a,b) = b - ag
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Lema
Se {A,} € uma familia contavel de subconjuntos de R entdo

m* (U An) <> m*(An)

Prova: S6 temos que considerar o caso em que Y m*(A,) < oco.
Como m*(A,) é finita, dado € > 0, seja {/,;}; € %a, tal que
An C Ui Ini e 22 €(Ini) < m*(An)+27"e. Logo {Ini},; € %a, €

m* (U An) <Z£(’"J):ZZ£(’"J)<Z (m*(An)+e27")
= Z m*(Ap) + €.

Como ¢ € arbitrdrio o resultado segue.;
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Corolario
1) Se A C R € enumerdvel, m*(A) = 0.

2) Se {An} € uma familia contdvel de subconjuntos de R e
m*(An) =0, Vn entdo m*(|J, An) =0

Exercicio
Seja l;=[aj, bj], 1<j<n com bj<aj1, 1<j<n—1. Mostre que

m*(Qb-) =t ).

Jj=1
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