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Funcdes Convexas

Seja | um intervalo, uma fungdo f : | — R é convexa quando,
dados a < x < b em I, o ponto (x, f(x)) fica abaixo da reta que
liga os pontos (a, f(a)) e (b,f(b)). A equagao reta é

= 7f(b) _ Z(a) (x—a)+f(a)ouy= 7f(b) _ Z(a) (x — b) + f(b).

b— b—
Logo f : | — R é convexa se, dados a < x < bem /,
f(b)—f f(b
f(x) < (g_a(a)(x—a)—i—f(a) ou f(x) < (g()( —b)+f(b).

Ou seja, f : | — R é convexa se uma das desigualdades
F(x) — Fa) _ £(b) —f(a) _ F(b) ~ F(x)
x—a = b—a T b—x
sempre que a < x < b em /. Dizemos que f é estritamente
convexa se a desigualdade nesta definicdo é estrita.
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Funcdes Analiticas e Séries de Taylor

Teorema (Caracterizagdo de fungdes convexas)

Seja | C R um intervalo e f : | — R duas vezes diferencidvel.
Ent3o f é convexa se, e somente se, f"'(x) >0, Vx € I.

Prova: Se f”(x) > 0, Vx € I. Entdo, dados a,a+ h € I, existe ¢
entre a e a+ h tal que f(a+ h) = f(a)+f’(a)-h+fT(C)-h2.
Como "(¢) =20, f(a+ h) = f(a) + f'(a) - h. Disto segue que
wgf’(a)seh<0eW2f’(a)seh>0.

Isto é, se a < x < bem [, entdo f(x)z:Z(a) < f(bg:i(x) ou seja

(f(x) = f(a))(b—x) < (f(b) — f(x))(x — a).
Sendo assim,
(F(x) —f(a))(b—a—(x—a))<(f(b)—f(a)—(f(x)—1(a)))(x—a) e
(F(x)—f(a))(b—a) < (f(b)—f(a))(x—a)

Isto prova que f é convexa.
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Reciprocamente, se f convexa, dados a < x < b em /, temos
F(x) — f(a) _ F(b)—F(a) _ F(x) — (b)
x—a = b—a T x—-b
Fazendo x > aex — b

f'(a) <

e f' é ndo-decrescente em /. Logo f(x) >0, Vx € I.

Observacao
1) Seja f diferencidvel. Ent3o f' é crescente se, e somente se,
f € convexa.

2) Pode ser mostrado de forma andloga que, se f"(x) >
0, Vx € I, entdo f € estritamente convexa em |. A reciproca é
falsa (f(x) = x* € estritamente convexa em R mas f"'(0) = 0).
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Funcdes Analiticas e Séries de Taylor

Seja f: ] — R de classe C*. Se a,x € [°, entdo podemos
escrever, para todo k € N:

f(=1)(a)

, f‘/l(a)
f(x)=f(a)+f"(a)(x—a)+ (x—a)2+...+m

2! (x=a)™

+ ra((x—=a)),

n!

onde ry((x—a)) = (x—a)",com0 < 0, < 1.

A série

® £(n)(4
Zf ( )(X_a)n

n=0

chama-se a série de Taylor da fung¢do f em torno do ponto a.
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Esta série pode convergir ou ndo e mesmo que convirja sua soma
pode ser diferente de f(x).

Exemplo

Seja f : R — R definida por f(0) =0 e f(x) = e« se x #0.
Mostre que f é C>, f("(0) = 0 para todo n € N e portanto a
série de Taylor de f em x = 0 é convergente para f(0) mas ndo
coincide com f para nenhum x # 0.

m"“

Definicao
Se | C R é um intervalo aberto e f : | — R € uma fungdo, dizemos
que f ¢é analitica em | se, para cada a € | existe ¢ > 0 tal que a

oo
f(")(a
série de Taylor J - (x — a)" € convergente com soma
|
n!
n=0

f(x), ¥x € (a—¢€,a+e).
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E claro que, a série de Taylor > A )(a) - (x — a)" converge para
f(x) se, e somente se, lim ry((x — a)) =0.
n—a

Exemplo

2n+1
sen(x Z o —

[e.9]

Veremos mais tarde que, se a série de poténcias E an(x —a)"

tem raio de convergéncia R > 0 ent3o a funcdo definida por
:Zan(x—a)", x€(a—R,a+R)

¢é analitica.
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Fungdes de Variagdo Limitada (BV)

SereR, rf=max{r,0} e rr=max{—r,0} (r=r*—r7 |r|=rT+r").

Uma colegdo {ag, - - , ax} de pontos em [a, b] é chamada uma
particao do intervalo [a, b] se a=ap<ai;<ax<---<axr=b. Seja
f:la,b] =R e {ap, - ,ax} uma particdo de [a, b]. Escrevemos
k k
p=> [f(a)—fla-)]", n=> [f(ai) — f(ai-1)] ", e
i=1 i=1
K
e =3 1f(a) — f(aia)l =p+n e F(b)—f(a) =p—n
i=1
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Sejam
P> —sup{p: ke Nea=ap<ay <-- <ax=b particio de [a, b]}
NP =sup{n:keNea=ap<a <-- <ax=b particio de [a, b]}

Th=sup{t:keNea=ag<a << ax=b partigio de [a, b]}

Dizemos que P?, Nfe Tf sdo as variagoes positiva, negativa e total
de f. E claro que

max{P?, N°} < TP < PP+ NP e f(b)—f(a)=PP - NP

A fung3o f:[a, b] =R é de variagdo limitada se T?<oco. Notagio
feBV/([a, b]).
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Funcoes Monétonas e Lipschitzianas sao BV

Teorema
1) Se f : [a,b] — R € Lipschitz continua entdo f : [a,b] — R €
de variagdo limitada.
2) Sef :[a, b] = R é mondtona entdo f : [a, b] — R € de variagdo
limitada.
3) Se f :[a,b] — R € de variacdo limitada existem fun¢ées ndo-
decrescentes g, h : [a, b] — R tais que f(x) = g(x) — h(x).
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Prova: 1) Se f é Lipschitz, max{P?, N2} < TP<L(b—a)<
onde L > 0 é a constante de Lipschitz.

2) Se f é monétona entdo T2 = |f(b) — f(a)| < oo.
Se Tb<oo defina g, h: [a,b] — R por g(x) =f(a) + P e
x) =

, para cada x € [a, b]. E claro que g, h s3o
decrescentes e que f(x) = g(x) — h(x).g

3)
x
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