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Derivadas Funcgdes derivaveis em intervalos

Exemplo
Seja f : R — R dada por f(x) = x3. Jd sabemos que f é continua.
Como

f(x) = f(y) = (x = )P+ xy + y?)

Y2, 3 o
= (= )0+ 5P+ 207)
= NG AP+ )

Segue que x # y implica f(x) # f(y) e f € injetora.
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Derivadas Funcgdes derivaveis em intervalos

Note ainda que limy_ 1 f(x) = +00 e, do teorema do valor
intermedidrio, f é uma bijecdo de R em R. Segue ainda que

f~1: R — R é continua pois ela é continua em qualquer intervalo
compacto. A inversa de f é denotada por f~1(x) = X3 = V/x. Do
teorema sobre a derivada da inversa e do fato que f/(x) = 3x?
deduzimos que f~1 : R — R ¢ diferencidvel se, e somente se,

x € R\{0} e, para estes valores de x,

(:i&() 1 1 1
) = 5100) “3(x 2~ 3 ©
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Derivadas Funcgdes derivaveis em intervalos

Seja f : D — R. Dizemos que f tem um maximo (minimo) local
no ponto d € D se existe § > 0 tal que f(x) < f(d) (f(x) = f(d))
para todo x € D, |x — d| < §. Quando a desigualdade ¢é estrita
dizemos que f tem um maximo (minimo) local estrito. Os
maximos e minimos locais serdo chamados de valores extremos e
os pontos onde a fungcdo assume valores maximos ou minimos
serdo chamados de pontos de maximo ou de minimo.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



Derivadas Funcgdes derivaveis em intervalos

Segue diretamente da definicdo de derivada (derivada a direita) que:

e Se f:D—R é ndo-decrescente (ndo-crescente) e é
diferencidvel em um ponto d €D entdo, f'(d) >0 (f'(d)<0).
Vale o mesmo resultado para funcdes diferencidveis a direita.

e Se f: D—RR é derivdvel a direita (esquerda) em um ponto
deDe f'(d*)>0(f'(d7)>0) entdo existe § >0 tal quex€D,
x€(d,d+0) (x € (d—6,d)) implica f(x)>f(d) (f(x)<f(d)).

e Se f: D — R é derivavel a direita (esquerda) em um ponto
deD e f'(d")<0 (f'(d7) <0) entdo existe§ >0 tal quex€ D,
x€(d,d+9) (xe(d—0d,d)) implica f(x)<f(d) (f(x)>f(d)).
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Derivadas Funcgdes derivaveis em intervalos

e Se f:D—RR é derivdvel em um ponto d€ D, d é ponto de
acumulac3o a direita e a esquerda e f’'(d) > 0, existe § >0 tal
que xeD, d—d<x<d<y<d+di=f(x)<f(d)<f(y).

e Se f: D — R é derividvel em um ponto d € D, d é um
ponto de acumulagdo a direita e a esquerda e f tem um valor
extremo local em d entdo e f'(d) = 0.
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Funcoes derivdveis em intervalos

Seja | um intervalo e f : | — R uma fun¢do diferenciavel. Se
f': | — R for continua diremos que f é continuamente
diferencidvel em /| ou simplesmente f é de classe C! em /.

Existe funcdo diferencidvel em um intervalo / que ndo é
continuamente diferencidvel

Exemplo
Seja f : R — R dada por

1
x2sen (—) , x#0
f(X) = X
f(0) =0.
Entdo f é differenciavel e f' ndo é continua em x = 0.
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Derivadas Fungdes derivaveis em intervalos

A derivada tem a propriedade do valor intermedidrio

Teorema (Darboux)

Se f : [a, b] — R € diferencidvel com f'(a) # f'(b) entdo, para
todo C entre f'(a) e f'(b), existe c € (a, b) tal que f'(c) = C.

Prova: Suponha que f'(a) < 0 < f’(b). Segue que, para x
préximo a a em [a, b], f(x) < f(a) e para x préximo a b em [a, b],
f(x) < f(b). Logo, o ponto de minimo (que existe pelo Teorema
de Weierstrass) ¢ de f ocorre em (a, b) e portanto f'(c) = 0. Para
o caso geral consideramos

e Se f'(a) < C < f'(b), g(x) =f(x)— C-x.
eSef'(a)>C>f(b),gx)=C-x—f
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A derivada nao tem descontinuidades de primeira espécie

Teorema
Se | é um intervalo e f : | — R é diferencidvel ent3o f' nio tem
descontinuidades de primeira espécie.

Prova: Se a é um ponto de acumulagdo a direita de / e

L™ = lim f(x) existe, mostremos que L* = f'(a).
x—at

De modo andlogo (exercicio), se a é um ponto de acumulaggo a

esquerda de [ e L~ = lim f'(x) existe, mostre que f'(a) = L.
X—a—
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Se Lt > f'(a) e C € (f'(a), L") existe 6 > 0 tal que f'(x) > C
para todo x € (a,a+ 0). Escolhendo b € (a,a + ) temos que
f'(b) > C > f’(a) o que estd em contradicdo com o Teorema de

Darboux pois este implica a existéncia de ¢ € (a, b) tal que
f'(c) = C. Logo, f'(a) > L™.

Se f'(a) > LT e C € (L*,f'(a)) existe 6 > 0 tal que f'(x) < C
para todo x € (a,a+ ¢). Escolhendo b € (a,a+ §) temos que
f'(b) < C < f'(a) o que estd em contradi¢cdo com o Teorema de
Darboux pois este implica a existéncia de ¢ € (a, b) tal que
f'(c) = C. Logo, f'(a) < LT. Segue que L™ = f'(a)g
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Teorema

Se f : [a,b) — R é continua e diferencidvel a direita com derivada
3 direita DT f : [a,b) = R. Se D™f(x) <0 (D*f(x) > 0) para
todo x € [a, b) e f(a) = 0 entdo f(x) <0 (f(x) > 0) em [a, b).

Prova: Suponha primeiramente que D™f(x) <0 para todo x €[a, b).
Se o resultado é falso, existe ao menos um x € (a,b) tal que f(x)>0.
Seja xg = inf{x € (a, b) : f(x) > 0}.

Da continuidade de f, f(xp) = 0 e da definicdo de xg existe uma
A . n—oo .
seqiéncia x, € (xo, b) tal que x, — xp. Assim

D*H(x0) = lim 1) = F00)
n—o0 Xn — X0

o que é uma contradi¢do. Logo, f(x)<0 para todo x € |a, b).

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



Derivadas Funcgdes derivaveis em intervalos

Agora consideramos o caso geral D*f(x) < 0 para todo x € [a, b).
Neste caso consideramos a fun¢do auxiliar f.(x)=f(x)—e(x—a) e
temos que f.(x) < 0 para todo x € [a, b) e para todo € > 0.

Sendo assim f(x) < ¢(x — a), para todo x € [a, b) e € > 0. Disto
segue que para todo x € [a, b), f(x) < 0.

O caso restande serd deixado como exercicio.

A hipdtese de continuidade nao pode ser retirada como estabelece
o exercicio abaixo.

Exercicio
Encontre uma fungdo f : R — R que € diferenciavel a direita, tal
que D'f(x) < 0 para todo x # 0, D™f(0) = 0, f € positiva para

x > 0 e negativa para x < 0 (f(x) x2Epe +00).
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Coroldrio
Se f : [a, b) — R € continua e diferencidvel a direita com derivada

a direita D™f : [a, b) — R. Se D™f(x) < 0 para todo x € [a, b)
entdo f é ndo-crescente em [a, b).

Prova: Se a < c < d < bseja g:[c,b) — R definida por

g(x) = f(x) — f(c) e D*g(x) < 0 para todo x € [c, b). Segue do
teorema que g(x) < 0 para todo x € [c, b). Em particular

g(d) =f(d) - f(c) <0g
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Coroldrio

Se f : [a,b) — R € continua e diferencidvel a direita com derivada
3 direita Df : [a, b) — R. Se D*f(x) > 0 para todo x € [a, b)
entdo f é ndo-decrescente em [a, b).

Prova: Exercicio.

Exercicio
Enuncie e prove resultados semelhantes aos anteriores para a
derivada a esquerda.
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