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Definicao

Seja A C R.
1) Um ponto a € A € interior a A se existe r > 0 tal que
(a—r,a+r)CA
2) O conjunto A € aberto se todos os seus pontos sdo interiores.
3) O conjunto A € fechado em R se seu complementar € aberto.
4) O interior A° de A € o conjunto dos pontos interiores a A.

5) O fecho A~ de A € a intersecdo de todos os fechados que
contém A.
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Teorema
Seja N um conjunto e {Ax}xea uma familia de conjuntos.

1) Se cada Ay € aberto, UyepAx € aberto.

2) Se cada Ay € aberto e A é um conjunto finito, NxepAy €
aberto.

3) Se cada A é fechado, NycpAy € fechado.

4) Se cada Ay € fechado e N é um conjunto finito, UycpAy €
fechado.

Exemplo

Todo intervalo aberto é aberto. O interior de [a, b] € (a, b). O
interior A° de A € o maior aberto contido em A. O fecho de A € o
menor fechado que contém A.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Andlise



Abertos, Fechados, Compactos e Conexos

Teorema
Todo subconjunto aberto A de R se exprime, de maneira dnica,
como unido enumeravel de intervalos abertos disjuntos

Prova: Primeiramente note que se A é um conjunto, para cada A,
Ix = (ax, by) é um intervalo e p € Nyealy entdo Uyeply = (a, b)
onde a=infyep e b=supyep. De fato, é claro que Uyepaly C (a, b).
Para provar a outra inclusdo note que p € (a, b) e se x € (a, b), ou
x < poux>p. Agora,
se x < p, do fato que a = infyecp a) < x, existe u; € A tal que
a,, <x<p<by,.
se x > p, do fato que b = sup,cp by > x, existe po € A tal
que ay, < p < x < by,.

Em qualquer dos casos x € Uxeply.
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Para o restante da prova, dado x € A seja Iy a unido de todos os
intervalos abertos contidos em A e que contém x. Segue que

1) Iy = (ax, bx) C A,

2)sex,y€eAoulnl,=L=IloulnNl=0e

3) Uxealk = A.
Tomando, para cada intervalo desta decomposicdao um tnico
racional vemos que A pode ser escrito como unido enumerdvel de
intervalos disjuntos. Para ver que esta decomposi¢do € tnica basta

notar que cada intervalo aberto de uma tal decomposicao esta
contido em algum dos /x e ndo pode ser distinto de /.

Corolario
Se | € um intervalo aberto e | = AU B onde A e B sio conjuntos
abertos e disjuntos entdo um deses conjuntos € vazio.
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Definicdo

Seja A C R um ponto p € R € aderente a A se existir seqiiéncia
n—oo

{xn} em A tal que x, — p.

Sabemos que se p é ponto de acumulacdo de A entdo p é aderente
a A. Se p é aderente a A e p ndo é ponto de acumulagdo de A
entdo p € A. Todo ponto interior a A é aderente a A e é um ponto
de acumulacdo de A.

Teorema
Um ponto peR € aderente a A se, e s6 se, AN (p—e, pte)# D
para todo € > 0.

Corolario
Se A C R € limitado superiormente (inferiormente) entdo sup A
(inf A) € aderente a A.
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Teorema
O fecho A~ de A C R € o conjunto A dos pontos aderentes de A.

Prova: De fato, se x¢ A, existe >0 tal que (x—¢€,x+€)NA=0
segue que A ¢ fechado e A~ C A. Se x ¢ A™ existe € > 0 tal que
(x—ex+e)NA=Cex¢ A

Definicdo

Sejam A e B subconjuntos de R com A C B. Diremos que A é
denso em B se B C A~
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Teorema
Sejam A e B subconjuntos de R com A C B. S3o equivalentes

e Todo ponto de B € aderente a A.
e Todo ponto de B € limite de uma seqtiéncia de pontos de A.
e Paratodoe >0ebec B (b—e,b+e)NA#D.
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Teorema
Todo subconjunto B de R contém um subconjunto A que é
enumerdvel e denso em B.

Prova: Dado n € N* temos que R = U

[p p+1
PEZ

>. Para cada
n

p+1
n

p € Z e ne€ N* escolha xpp € [%, ) N B quando esta intersecao

for ndo vazia. O conjunto A desses pontos é claramente denso em
B (para cada n € N* e b € B existe a € Atal que |a—b| < 1)eé

enumerdvel (a colecdo de intervalos {{p p+1> pEZenc N*}

é enumeravel)
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Teorema
Seja F C R um conjunto fechado, ndo vazio e sem pontos
isolados. Entdo F é ndo enumerdvel.

Prova: Sejam x, y € F distintos, r = [x—y|/2 e F, = FN(x—r, x+r).
Segue que I:_y é ndo vazio e ndo contém pontos isolados. Seja F, a
unido de I:_y com os pontos de acumulagdo de l:_y no conjunto
{x—r,x+r}. F, é claramente fechado e ndo tem pontos isolados,
é limitadoe y ¢ F.

Se F D {y1,y2,y3, - } seja Fy,. Tendo escolhido Fy,,---F,, |, se
¥n & Fy, _, escolhemos F, = F, | esey,¢€ F, | escolhemos Fy,
fechado e sem pontos isolados tal que y, ¢ F,, C F,, ,. Para cada
n € N seja x, € Fy,. A seqiiéncia {x,} é limitada e portanto tem
uma subsequiéncia {x¢(,,)} convergente com limite X. E claro que
X € NpenFy, € X # y, para todo n € N
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