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Nimeros

Cortes de Dedekind (1831 a 1916)

A idéia que queremos usar para construir R a partir de Q é:

“O conjuntos dos nlmeros reais preenche toda a reta real.”

Os elementos de R serdo os subconjuntos de Q a esquerda de um
ponto da reta real e serdo chamados cortes.

Um corte é um subconjunto o« C Q com as seguintes propriedades

e vt Tea#Q,
e SepcaeQsqg<p, entiogecace
e SepEa, existe rea com p<r.
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Nimeros

Se g € Q definimos q* = {r € Q: r < q}. Entdo q* é um
corte que chamamos de racional. Os cortes que ndo sdo
racionais serdo chamados irracionais.

V2={q€Q:¢°<2}U{qe Q:q<0} €irracional.

Se a é um corte, p € «w e g ¢ «, entdo p < q.

Sea éumcorte, r ¢ v er <s, entdo s ¢ «.

Diremos que o < 8 se v C 3
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Nimeros

Se a, B, sdo cortes
e a< fef <~ implicaque a < 7.
e Exatamente uma das seguintes relacdes € vdlida: o < 3 ou
a=poupf<a.
e Todo conjunto ndo vazio de cortes A para o qual existe um
corte L com a< L, Ya€ A tem um menor limitante superior

(sup A).

Se a, 8 € R definimos o + 3 como o conjunto de todos os

racionais da formar+s comr € a es € 5.
0*={se€Q:s<0}
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Nimeros

A adicdo é comutativa e associativa e a+0* =« para todo corte a.
Dado o € R existe um tnico 3 € R tal que oo + 8 = 0*. O corte 8
€ dado por

B={-peQ:p—r¢aparaalgumreQ, r>0}

e € denotado por —a.
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Nimeros

Multiplicacao

e Se «a, 8 sdo cortes,

(a-0* =0*, Va €R

{peQ:30<rca el<sca tais que p < rs}, o, > 0"
a-f=1{ (-a)(-p) sea,f <0

—[(—a)p] sea < 0" e B> 0"

| — [a(—B)] sea>0" e B <0

e I*={seQ:s<1}.
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Nimeros

Se o # 0 existe um corte a1 # 0 tal que av- o1 = 1*.

e Sea>0", al={pcQ:p<qglonde g>r para algum r¢a}.
e Sea< 0" al=—(-a)l
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Nimeros

R € um corpo ordenado completo.

Denotamos o conjunto dos nimeros reais por R. Temos R D Q e
todo niimero real que n3o é racional é dito irracional (/2 é
irracional).

A quddrupla (R, +, -, <) satisfaz as condi¢ées (A1) a (A4), (M1)

a (M4), (D), (0O1) a (04), (OA) e (OM) como na segdo anterior e
portanto € um corpo ordenado. Além disso R é completo.
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Limitagdo de Subconjuntos de R Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

 Limitacdo de Subconjuntos de R

A C R € limitado, se existe L > 0 tal que | x| < L, Vx € A.

ACR € limitado se, e somente se, existe L>0 tal que AC[—L, L].

A C R € ilimitado se ndo € limitado.

ACR € ilimitado se, e sé se, dado L> 0 existe x € A tal que |x|> L.
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Limitacdo de Subconjuntos de R

Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

Limitante Superior e Inferior

Seja A C R.

e A serd dito limitado superiormente, se existir L € R tal que
x < L, para todo x € A.
Neste caso, L serd chamado limitante superior de A.

e A serd dito limitado inferiormente, se existir { tal que
x > £, para todo x € A.
Neste caso, ¢ sera chamado limitante inferior de A.

Segundo a definicdo acima, podemos notar que A C R serd
limitado se, e somente se, A for limitado superiormente e
inferiormente.
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Limitagdo de Subconjuntos de R Vizinhanga, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagdo

Supremo

Seja A C R limitado superiormente, A # @. Diremos que L € R €
o supremo de A (escreveremos L=sup A) se for um limitante
superior de A e para qualquer limitante superior L de A, tivermos

L<L.

e Quando L =supA € A, L serd chamado maximo de A e
escreveremos L = max A.

e Vimos que todo subconjunto n3o vazio e limitado
superiormente de R tem supremo.
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Limitagdo de Subconjuntos de R Vizinhanga, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagdo

Infimo

Seja A C R limitado inferiormente, A # &. Diremos que £ € R é o
infimo de A (escreveremos {=inf A) se for um limitante inferior de
A e para qualquer limitante inferior ¢ de A, tivermos £ > £.

e Quando 7/ = infA € A, 7 serd chamado minimo de A e
escreveremos ¢ = min A.

e Veremos que todo subconjunto n3o vazio e limitado
inferiormente de R tem infimo.
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Limitacao de Subconjuntos de R nn &
imitag Subconjun Vizinhanga, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagdo

O conjunto A = {nx : n € N} serd ilimitado sempre que x # 0.

Prova: Se x > 0. Suponhamos, por absurdo, que A seja limitado e
seja L = sup A. Como x > 0, da definicdo de sup, deve existir
méeNtalque L —x<mxel=supA<(m+1)x, oqueéuma
contradicdo.

A prova do caso x < 0 é analoga e sera deixada como exercicio.

Para todo € > 0, existe n € N tal que

1 _
—<e —<E e 27 "<e.

n ’ n\/_

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Andlise



Limitacdo de Subconjuntos de R

Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacdo

J& sabemos (por construgdo) que, entre dois ndmeros reais
distintos existe um numero racional. Entre dois nimeros reais
distintos também existe um numero irracional.

De fato: Sejam a e b reais distintos. Se a<be e=b—a>0, do

(i 11
Coroldrio (1), escolha n € N tal que o <n<e

° Seae@,r:a—l—%ﬁeﬂea<r<b.

° SeaEH,r:a+%6Hea<r<b.

Assim, entre dois niimeros reais quaisquer, existe um nimero
irracional.
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Limitacdo de Subconjuntos de R

Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

Qualquer intervalo aberto e ndo-vazio contém infinitos nimeros
racionais e infinitos nimeros irracionais.

Se A= {% : neN*}, entdo inf A = 0.
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Limitacdo de Subconjuntos de R

Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

(a) Seja A=(0,1]. Entdo 0 =inf A el = maxA.
(b) V2={reQ:r<0}u{reQ:r? <2} éum corte.

(c) Seja C={x€Q:x?><2}. Entio V2=sup C e —/2=inf C.
Note que —/2 e /2 ndo pertencem a C.

Vamos provar que /2 é um corte. De fato, se 0 < r € Qe r<?2
existe n € N tal que [2r + 1] <2 —r? e (r + 1)2 < 2. Todas as
demais propriedades de corte est3o satisfeitas trivialmente.
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Limitacao de Subconjuntos de R nn &
imitag Subconjun Vizinhanga, Pontos Isolados e Pontos de Acumulagdo

Se @ # A C R for limitado inferiormente (superiormente), entdo

—A = {—x: x € A} serd limitado superiormente (inferiormente) e
inf A= —sup(—A) (sup A = —inf(—A)).

Todo A # @ e limitado inferiormente de R tem infimo.

Todo subconjunto limitado e ndo vazio de R tem infimo e supremo.
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Limitacdo de Subconjuntos de R

Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

Vizinhanga, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

Uma vizinhanca de a € R é qualquer intervalo aberto da reta
contendo a.

Sed >0, Vs(a) :==(a— 0, a+ ) € uma vizinhanca de a € R que
serd chamada d—vizinhanga de a.

Sejam AC R e b e R. Se, para todo ¢ > 0, existira € Vs(b) N A,
a # b, entdo b serd dito um ponto de acumulagao de A.
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Limitacdo de Subconjuntos de R

Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

(a

O conjunto dos pontos de acumulagdo de (a, b) € [a, b].

(b) Seja B =Z. Entdo B ndo tem pontos de acumulagio.

)
)
(c) Subconjuntos finitos de R ndo tém pontos de acumulagdo.
d)

O conjunto dos pontos de acumulacdo de Q é R.

Seja BCR. Um ponto b€ B serd dito um ponto isolado de B, se

existir 6 > 0 tal que Vs(b) ndo contém pontos de B distintos de b.
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Limitacdo de Subconjuntos de R

Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

(a) Seja B={1,1/2,1/3,...}. Entdo o conjunto dos pontos de
acumulagdo de B é {0} e o conjunto dos pontos isolados de B
€ o proprio conjunto B.

(b) O conjunto Z possui apenas pontos isolados.

Observacao:

e Existem conjuntos infinitos que ndo possuem pontos de
acumulagdo (por exemplo Z).

e Todo conjunto infinito e limitado possui ao menos um ponto
de acumulacdo (veja proposicdo a seguir).
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Limitacio de Subconjuntos de R Vizinhanca, Pontos Isolados e Pontos de Acumulacao

Se A € um subconjunto infinito e limitado de R entdo, A possui
pelo menos um ponto de acumulagao.

Prova: Se AC[—L, L] e [an, bn|, n€N escolhidos de modo que:
[2n+1, bn+1] C[an, bn], n€N, bp=—ap=L, b,—a,=2L/2", ne N*
e [an, bp] contém infinitos elementos de A. Seja a=sup{a,:neN}.

Note que [an, by] C [aj, bj], j < n e [aj, bj] C [an, by), j > n. Em
qualquer dos casos a, < b; para todo j € N. Logo a < b;, j € N.

Segue que a,<a=sup{a,:n€N}<b,, VneEN, e a€(),5[an, by].
Dado § >0 escolha neN tal que 2L/2" < 4. Seque que a€ [a,, by]
C(a—d,a+0)=Vs(a) e a é ponto de acumulagio de A
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Operagoes com Segiiéncias

Propriedades

Comparagao e Confronto

Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oo.

Seqiiéncias

Seqiiéncias

Uma seqiiéncia é uma funcio definida no conjunto dos niimeros
naturais, que a cada n € N associa um ndmero a, € R.

N={0,1,2,3,...}

N — R
n — ap
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Operagoes com Segiiéncias

Propriedades

Comparagao e Confronto

Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oo.

A seqiiéncia {ap} € dita convergente com limite £ se para cada
€ >0 dado, 3N = N(¢) € N tal que n > N |a, — {| < ¢.

~ . n—oo
Notacao: |im a,=¢ ou a,—fou a, — £.
n—o0

Uma seqiiéncia {a,} serd divergente quando ela ndo for

convergente.
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Operagdes com Segqiiéncias

Propriedades

Comparacdo e Confronto

Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oo.

Seqiiéncias

(I) Seqiiéncia divergente para +oo
Uma seqiiéncia {a,} é dita divergente para +oo quando dado
K > 0, arbitrario, AN € N Talque n > N — a, > K.

(I1) Segtiéncia divergente para —oo
Uma seqiiéncia {a,} é dita divergente para —oo quando dado
K > 0, arbitrdrio, AN e N Tal que n > N — a, < —K.

(I11) Seqiiéncia oscilante
Uma seqiiéncia {a,} é dita oscilante quando diverge, mas n3o
diverge para +00 e nem para —co.
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Operagdes com Seqiiéncias

Propriedades

Comparacdo e Confronto

Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oo.

Seqiiéncias

Operacoes com Sequéncias

Assim, dadas duas seqiiéncias {a,} e {b,} e um ndmero real c,
definimos:

o {an} + {bn} = {an+ bn}
o c-{ap} ={c-an}
o {an} {bn} = {an bn}

eeseb,#0, VneN, %b{:{b—}

Seja {an} uma seqiiéncia de nimeros reais. Diremos que {a,} €

limitada se sua imagem for um subconjunto limitado de R.
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Operagdes com Seqiiéncias
Propriedades
Comparagao e Confronto

Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oo.

Seja {an} uma seqiiéncia de nimeros reais.

n—oo o o g
@ a) a, — a <& toda vizinhanga de a contém todos exceto
possivelmente um nimero finito dos a,’s.

e b) O limite € dnico.
e ¢) {an} convergente = {a,} limitada (ndo vale a volta).
° d)Sea,,"ifa>0, existe N € N tal que a, >0, Vn > N.

@ e) Se AC R e a é um ponto de acumulagdo de A, entdo existe
uma seqiiéncia {a,} de elementos de A que converge para a.
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Operagdes com Seqiiéncias
Propriedades
Comparagao e Confronto

Seqiiéncias N ] qn q
1 Limite Superior e Limite Inferior

Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oo.

. — — ~
Seja a, T, b, % beceR, entio
—)
a)an+ b, =3 a+b.
n—oo
b) c.a, — c.a
n—oo

¢) an.b, — a.b.
d) Se b# 0 e b, # 0 para todo n € N, a,/b, = a/b.
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Operagoes com Segiiéncias

Propriedades

Comparagao e Confronto

Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oco.

Subseqiiéncias e Seqiiéncias de Cauchy

Seja {an} uma seqiiéncia de nimeros reais. Diremos que {b,} é
uma subseqliéncia de {a,} se existir uma funcio estritamente
crescente s : N — N tal que by = ag(y) para todo k € N.

Seja {an} uma sequiéncia de nimeros reais. Diremos que {a,} € de
Cauchy se, dado € > 0 existir um nidmero natural N = N(e) tal que
lan — am| < € sempre que n,m > N.
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Operagoes com Segiiéncias

Propriedades

Comparagao e Confronto

Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oco.

Seqiiéncias

Propriedades

e o6 o

a) Uma seqiiéncia {a,} € convergente se, e somente se, toda
subseqliéncia de {a,} € convergente (com mesmo limite).

b) Toda seqiiéncia convergente € de Cauchy.
c) Toda seqiiéncia limitada tem subseqiiéncia convergente.
d) Toda seqiiéncia de Cauchy é limitada.

e) Toda seqiiéncia de Cauchy que tem uma subseqiiéncia
convergente é convergente.

f) Toda seqiiéncia de Cauchy de nimeros reais € convergente.
g) Toda seqiiéncia crescente e limitada é convergente.

h) Toda seqiiéncia decrescente e limitada € convergente.
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Operagdes com Segqiiéncias
Propriedades
Comparagdo e Confronto

Seqiiéncias I " na q
1 Limite Superior e Limite Inferior

Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oco.

Exemplo
Se R 3 a > 0 mostre que a seqiiéncia {a"} é convergente se
0 < a<1edivergente se a > 1.

De fato: Sea>1,a=1+ hcom h> 0. Logo

a"=(1+h)" =) (R)h*>1+nh.
k=0
Da propriedade Arquimediana da reta, a seqiiéncia {a"} € ilimitada

e portanto divergente.

Se 0 < a <1 {a"} é decrescente e limitada inferiormente por 0.
Segue de h) que {a"} é convergente com limite ¢ € [0,1). Ainda
a°" = a" - a". Logo, de a) e das propriedade do produto de
seqiiéncias convergentes ¢ = (2. Segue que ¢ = 0.
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Operagdes com Segqiiéncias

Propriedades

Comparagdo e Confronto

Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oco.

Seqiiéncias

Exemplo
Mostre que, seayél l+a+a’+---a" 1I—aequea
seqiiéncia {1=2— " } é convergente se 0<La<1 e divergente se a>1.

De fato: Note que , se s,=+a+a®+---a", (1 —a)s,=1— a"*!
e sn—% sempre que a # 1. O resultado agora segue do
exemplo anterior.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Andlise



Operagdes com Segqiiéncias
Propriedades
A Comparagdo e Confronto
Seqiiéncias

Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oco.

Exemplo

Mostre que, a seqiiéncia {a,} com a, =1+ 1+ + &+ + &
para todo n € N, é convergente.

De fato: E claro que {a,} é crescente e que 1< 2,,—1,1 para

nl

>2 logoa, <1+ gz =1+ ;”:1 < 3. Segue que {a,}
é convergente. Denotaremos o seu limite por e
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Operagdes com Segqiiéncias

Propriedades

Comparagdo e Confronto

Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oco.

Seqiiéncias

Exemplo
Mostre que a sequéncia {(1 + %)n} é convergente.

De fato: Note que b, = (1+ )" =3"7_ (%) n~* ou seja

:n(nfl) :n(n_lli)qml
. 2! , . !
bo=1+(1)n" '+ (8) n %4+ (p21)n "+ (7)n"
1 1 1 1 2 n—1
—14+1 1SV e (1= 2Y(1=2). . (1—
Pl (D)t (1)1 2) (1= 1)
—_———
—n—1

1 1 1
S1+ld+g ot =a<e
3! n!

Como cada termo da soma que define b, é crescente, b, é crescente.
Segue que {b,} é convergente com limite {=sup{b, : neN} <e.
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Operagdes com Segqiiéncias

Propriedades

Comparagdo e Confronto

Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oco.

Seqiiéncias

Exemplo
on 1 .
Mostre que a seqiiéncia {an}, com a > 0, é convergente.

1 Ve 7z - v ..
De fato: Recorde que a» é o Unico nimero real positivo x tal que
1 1
x" = a. Logo se x = an e y = art1 temos x™ 1=yl x e
portanto,
N n+1
oSe0<a<1,entaox<1e<§> =x<lex<y.

n+1
oSea>1,ent§ox>1e<§> =x>lex>y.

1 . .
Logo, se a < 1, {an} é crescente e limitada superiormente por 1

1. -
portanto convergente e, se a > 1, {an} é decrescente e limitada
inferiormente por 1. Em qualquer dos casos é convergente com

1 1

limite £ > 0. Note que a"() = 27— e, de a) e das propriedades
Py

do quociente de seqliéncias, £ = 1.
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Operagdes com Segqiiéncias

Propriedades

Comparagdo e Confronto

Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oco.

Seqiiéncias

Exemplo

n 1 .
Mostre que a seqiiéncia {c,} com qg=1lec,=nn, n>1,¢é
convergente.

De fato: Recorde que, paran >3, n> b, = (1+ %)" Logo, para

1 1
n >3, n"1 > (n+1)" e, consequentemente, nn > (n -+ 1)m1.

Isto mostra que {n%} ¢ decrescente e limitada inferiormente por 1.
Segue de h) que {c,} é convergente com limite ¢ > 1. Ainda
(2n)2*1n(2n)% = (2n)% = 2nnn e portanto, de a) e do exemplo
anterior, (2 =/(e (= 1.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Andlise



Operagdes com Segqiiéncias

Propriedades

Comparagdo e Confronto

Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oco.

Seqiiéncias

Se {an} € limitada e {b,} € infinitésima, entdo {a, - b,} €
infinitésima.

Exemplo
Mostre que {”+C°5"} é convergente.
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Operagoes com Segiiéncias
Propriedades

Comparagdo e Confronto

Limite Superior e Limite Inferior

Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oo.

Comparacao e Confronto

Se a, e a, b, 2% b e existe N € N tal que, para todon > N,

an < b, entdo a < b.

Se a, =Xy, Cn "X ¢ e existe N € N tal que, para todo n > N,
an < b, < ¢, entdo b, =y,
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Operagdes com Segqiiéncias
Propriedades
Comparagdo e Confronto

Seqiiéncias o " 5 q
1 Limite Superior e Limite Inferior

Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oo.

Exemplo.
an bn
1 1 1\"
e=lim (1+145+--+—=)= lim <1+_> =:/
n—o0 21 nl n—o0 n

De fato: Como a, > by, Vn € N, do Teorema (Comparagdo),
e > {. Por outro lodo, se n > p > 2,
1 1 2 p—1

1 1
by>14+1+—(1— )+ +—(1 -1 -=)---(1—
Fl g = ) A= =) -

)

do Teorema (Comparagdo) ¢ = lim,_,oo by > ap, Vp € N. Segue
que £ = lim,_o0 by = sup{ap : n € N} = lim,_, o a, = e. Isto
mostra que ¢ = e.
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Operagoes com Segiiéncias
Propriedades

Comparacdo e Confronto

Limite Superior e Limite Inferior

Seqiiéncias

Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oco.

Limite Superior e Limite Inferior

Seja {an} uma seqiiéncia. Um nidmero real a € um valor de

aderéncia de {a,} se a seqiiéncia {a,} possui uma subseqliéncia
convergente com limite a.

Ja vimos que o conjunto dos valores de aderéncia de uma
seqliéncia limitada é n3o vazio.

Vimos também que se a é um ponto de acumulagcdo do conjunto

I ={a, : n € N} dos valores da seqiiéncia {a,} entdo a é um valor
de aderéncia da seqiiéncia {a,}.
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Operagoes com Segiiéncias
Propriedades

Comparagao e Confronto
Li

Seqiiéncias imite Superior e Limite Inferior

Segqiiéncias divergentes para +co ou —oo.

Seja {an} uma seqiiéncia limitada. Definimos o limite superior

limsup a, (limite inferior I|m |nf ap) da seqiiéncia {a,} por
n—o0

limsup a, = lim supax = inf sup a,
n—o0 N—=00 |>p neN y>p

liminfa, = lim inf ax = sup inf aj
n—00 n—00 k>n neN k=n

Também escreveremos lim a, ou lim a, para denotar o limite
n—00 =ree
inferior e o limite superior.
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Operagoes com Segiiéncias

Propriedades

Comparagao e Confronto

Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oco.

Se {a,} € uma seqiiéncia limitada, entdo a= lim a, e b= lim a,
n—o0 n—oo
sdo valores de aderéncia de {a,}.

Segue to Teorema (Comparagdo) que

Se a é um valor de aderéncia da seqiiéncia {a,} entdo

liminfa, < a<limsup.
[i=7E9 n—00

Além disso, uma seqtiéncia é convergente se, e somente se,
liminf,_ oo an = limsup,_,o-
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cdes com Seqiiéncias
Propriedades
Comparacdo e Confronto
Limi

eqiiéncias q qn 5
Seqiiénci imite Superior e Limite Inferior

Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oco.

Segue to Teorema (Confronto) que

Uma seqiiéncia {a,} € convergente se e, somente se,

liminf a, = limsup.
ZeS n—00
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Operagoes com Segiiéncias

Propriedades

Comparacdo e Confronto

Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias divergentes para +0co0 ou —oo.

Sequéncias divergentes para 400 ou —o0.

Seqiiéncias

Recorde que

Diremos que a seqiiéncia {a,} diverge para +o0o (—o0) se, dado

M > 0, existe N € N tal que a, > M (a, < —M) para todo
n> N. Escreveremos lim a,=~+00(—00) ou a, —3 +oo(—o0).
n—o0

Diremos que a seqiiéncia {a,} é eventualmente positiva (negativa)
se existe N € N tal que a, > 0 (a, < 0), para todo n > N.
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Operagoes com Segiiéncias
Propriedades
Comparagao e Confronto

eqiiéncias N q - 5
Seqiiénci Limite Superior e Limite Inferior

Seqiiéncias divergentes para +0co0 ou —oo.

— sogr . . . ~
a) Se a,—30co e {b,} € limitada inferiormente, entio

b) Se 2, =00 e liminf b, > 0, entdo lim ap - by = +0c.
n—o0 n—o0

c) Seja {a,} uma seqiiéncia com a, # 0, Vn € N. {a,} é
. s =
eventualmente positiva e a, —>0 se, e somente se,

1 n—)OO+OO
an
d) Sejam {an} e {bn} sdo eventualmente positivas, b,#0,
VneN.
di) Sel|m|nfa,,>0 e b,"=30, entdo lim ﬂ_—yoo

n— oo n

d») Se{ap} é limitada e b,"=3"+o0 ,entaob—" =2 0.
n
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Operagoes com Segiiéncias

Propriedades

Comparacdo e Confronto

Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias divergentes para +0co0 ou —oo.

Seqiiéncias

— — . .
Se a, =% 00 e b, =¥ —00 nada podemos afirmar de lim (an+bn).
n—o0

Neste caso tudo pode ocorrer, {a, + b,} pode convergir para
qualquer nimero real, pode divergir para +00 or —oco ou pode
oscilar.

~ N . _ a_n .
Se a > 1, entdo a seqiiéncia {a,} com a, = Z- diverge para +oc.

De fato: Basta ver que a =1+ h com h > 0 e escrever

a” 14+ h)" 1 h?
n n n 21

O resultado segue aplicando a).
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coes com Seqiiéncias
Propriedades
Comparacdo e Confronto

Seqiiéncias Paar ] P q
1 Limite Superior e Limite Inferior

Seqiiéncias divergentes para +0co0 ou —oo.

~ N . | .
Se a > 1, entdo a seqiiéncia {a,} com a, = Z; diverge para +oc.

De fato: Basta escolher ng tal que ”f;’ > 2 e escrever, para n > np,

| |
ap = %%an}m' Se r = 7% temos que

n(n—1)---(np+1 _ -
L G S U e SRS S S

qh—no

O resultado segue aplicando a).
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O que é uma série?
Séries de Poténcia
Séries rearranjadas

Séries

Séries

1
o Considere s, =1+ 5 +---4+ =. Prove que {s,} — 0.
n

Resolucdo: Como {s,} é crescente, basta mostrar que ¢ ilimitada:

1 1 1 1

51:]., 52:1—1——:3'—, S3=1—|———|——,

2 2 2 .3
5—1—1—1+1+1>1+1+1—41
273, 2 2 2

A I L P S A
*T 727347567 '8 222 T2
—_—— ——
> o
Pode-se mostrar, por indugdo, que sx > (k+2) -1, VkeN.
Assim {s,} ndo ¢ limitada superiormente, portanto: Ii_}m Sp = 00.
n—oo
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

Séries rearranjadas

Séries

Consideremos a seqiiéncia {a,}.
A partir da seqiiéncia {a,} vamos construir a seqiiéncia {s,} (das
somas parciais) dada por:

Sp=art+a+az+tas+---+ap

A seqiiéncia {sp} das somas parciais é chamada série associada a
seqiiéncia {a,}. Cada s, é chamado soma parcial ou reduzida de
ordem n. Os termos a, sdo chamados os termos da série.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

.- Séries rearranjadas
Séries

A série a, € dita convergente se a seqiiéncia {s, } € convergente.
Caso contrario a série € dita divergente.

Se a seqiiéncia {s,} é convergente para S dizemos que a série
[ee]

Z‘l"’ a, é convergente com soma S e escrevemos E a, =S.

. n=1
ou seja

[o¢] n

E a, = lim E ai| = lim s, =S.
n—o0 n—o0

n=1 i=1
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O que é uma série?
Séries de Poténcia
Séries rearranjadas

Séries

(e}

® ) (—1)" & divergente.
1

o
° ZQ” diverge.
1

o
1. - A

° E — diverge - Série Harmonica.
n

n=1
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

Séries rearranjadas

Séries

A Série Geométrica Z ar"l=atartar’4--- (a#£0)é

n>1
, , 4
convergente se, e sO se, |r| < 1, caso em que sua soma é )
—r
Assim
2 n _ a
atartar +---+ar'+- .- = 17 |rl <1
—r

onde r é dito razao de Série Geométrica.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

. Séries rearranjadas
Séries

Se g a, € uma série convergente entjo lim a, = 0. A reciproca
n—o0

€ falsa.

Prova: Note que, se {s,} com s, = a; + --- + s, é convergente,
temos
n—oo
an=5,—S-1— s—s=0.

Para ver que n3o vale a volta considere a série harmonica.

o0 o0
E an € uma série convergente se, € SO se, E an € convergente.

n=1 n=ng
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O que é uma série?
Séries de Poténcia
Séries rearranjadas

Séries

Sea,>0,VneN, g an, € uma série convergente se, e somente
se, a seqliéncia das somas parciais € limitada.

Sejam > a, e > by, séries de termos positivos. Se existem ¢ > 0 e
no € N tais que a, < ¢ - b,, para todo n > ng, entio

e Se > b, € convergente, entdo ) a, € convergente.

e Se > a, € divergente, entdo > b, € divergente.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

.- Séries rearranjadas
Séries

Ser>1,3 L & convergente.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

Séries rearranjadas

Séries

Solucao: Simplesmente note que

1 1 1 1 1 1
Son_ 1—1+ + + +—+—+ + -

3r 6"

- ! P S

(2n _ 2n—1)r (2n _ 2)r (2n _ 1)r

—_———

=2(n=1)r
12,4 pL

<1+ E + — ar + -+ m
! _ 1
=1+ or—1 + 4r—1 + + 2(n—1)(r-1) 1— 2r];1
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

Séries rearranjadas

Séries

Segue do fato que uma seqiiéncia é convergente se, e somente se,
ela é de Cauchy que o seguinte resultado vale.

> an € convergente se, e somente se, dado € >0 existe N € N tal que

3+ angp] < ¢

para todo n > N e para todo p € N.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

. Séries rearranjadas
Séries

Uma série Y a, € absolutamente convergente quando ) |a,| €
convergente.

Segue facilmente do critério de Cauchy que

Se > a, € absolutamente convergente, entdo ) a, € convergente.

N3ao vale a volta.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

. Séries rearranjadas
Séries

. A e e — 1 ~

Se {an} € uma seqiiéncia limitada e lim |a,|» = ¢ < 1 entdo )_ a,
b T 1 - ¢
é absolutamente convergente. Se lim |ay|» = ¢ > 1 entdo ) a, €
divergente. Se ¢ =1 nada podemos concluir.

De fato: A primeira parte ja foi provada anteriormente. Vamos
— 1 ~ L

mostrar que, se lim|a,|» = ¢ > 1, entdo ) a, € divergente. Isto

segue do fato que existe ¢ : N — N estritamente crescente tal que

1
{lag(m|?™ } converge para ¢ > 1 e portanto {|a,()|} ndo converge
para zero. Para ver que nada pode ser dito quando ¢ = 1 tome as

séries oL e > L o
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

.- Séries rearranjadas
Séries

Se p € N entdo > nPa" € convergente para |a| < 1 e divergente
para |a| > 1.

~ — 1 .
Solucgdo: Basta ver que lim|nPa"|» = |a| < 1 e aplicar o Teste da
Raiz. Para ver que a série é divergente quando |a| > 1 basta notar
que a seqiiéncia dos termos da série ndo converge para zero neste
caso.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

. Séries rearranjadas
Séries

Se > b, é uma série convergente de termos positivos e ) a, €
uma série de termos nao nulos tais que existe ny € N tal que

lant1] < b1
|| h b

) vn>n0)

entdo > a, € absolutamente convergente.

Em particular, se lim % = c <1, entdo ) a, € absolutamente

+
an
con Vergente.

Por outro lado, se existe ng € N tal que |a|g:|1| > 1 para todo
n > ng entdo a série € divergente.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

Séries rearranjadas

Séries

De fato:

|an0+1| < bno+1 |ano+2| < bno+2 |ano+3| < bn0+3
X bl X 9 ~ Y
|ano| bno |ano+1| bno+1 |ano+2| bno+2

El b -
Logo % < 2 e o resultado segue utilizando o Teorema da
no no
Comparacao.

O caso particular segue tomando b, = ¢".

Para o restante da prova usamos o fato que a seqiiéncia dos
termos ndo converge para zero.p
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

.- Séries rearranjadas
Séries

> 2 an & convergente para |a| < e.

(n+1)! a(n+1)

nt1)(n+1) n—o |a|
De fato: N r (o+1) =_1 =
e fato: Note que, para a#0, EF (1+%)n|a| 2

O resultado agora segue do Teste da Raz3o.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia
Séries rearranjadas

Séries

ant1

Logo, limp—ee = 400 e liMp_oo W/ap = % O teste da raiz

indica convergéncia enquanto que o teste da razdo ndo se aplica.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Andlise



O que é uma série?
Séries de Poténcia

.- Séries rearranjadas
Séries

— 2a2n—1

Considere a série Y a, com az, e a1 = a2(n=1),

Vamos aplicar o critério da raiz e o critério da razao para esta série.

Qk‘

lagks1] _ _|a _lal
o Se n=2k, o] T 3T 2
o 1 el 2@
e Sen=2k -1, yecs] = 20T =2|al.
—_ n—oo
Segue que lim % = 2|al|. Por outro lado /a, — |a|.
n

Desta forma, o teste da Raiz nos da convergéncia para [a| <1leo
teste da razdo nos dd convergéncia apenas para |a| < %

Isto sugere que o Teste da Raiz é mais eficaz que o Teste da Raz3o.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

.- Séries rearranjadas
Séries

Seja {an} uma seqiiéncia limitada de nimeros reais ndo nulos.
Entao
< lim |ap|7 < Tim |ap|n < m%

an
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

. Séries rearranjadas
Séries

Seja {an,} uma seqiiéncia limitada de nimeros reais ndo nulos. Se
. oo e - e 1 . .
existe o limite lim % entdo o limite lim |a,|» também existe e
n

ambos tém o mesmo valor.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

. Séries rearranjadas
Séries

Seja > a, uma série (ndo necessariamente convergente) e
Sp = a1+ -+ ap, n € N as suas somas parciais. Se {s,} €

limitada e {b,} € uma seqiiéncia de nimeros reais positivos que €
ndo-crescente e infinitésima, entdo . anb, € convergente.

De fato: Segue facilmente por inducdo que, se s, = a; + -+ + ap,

n
Z axby = aib1 +axby+---+ apb,
k=1

= s1(bi1—b2)+s2(b2—b3) + -+ + sp—1(bn—1—bn) + Snbn
n—1

= Z Sk(bk—bk+1) + S,,b,,
k=1
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

Séries rearranjadas

Séries

Seja M = sup{|sn| : n € N}. Como > (b, — bpt1) € uma série
convergente de nlimeros reais ndo negativos e s,b, %0, temos
que

|k (bk — bit1)| < M(bx— by 1),

o

segue que Z Sn(bp—bp+1) é convergente e que > a,b, é
n=1

convergente.;
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

.- Séries rearranjadas
Séries

Para cada nimero real x que ndo € multiplo inteiro de 2w, as séries

cos(nx) sen(nx) _~
> —— e —,—* sdo convergentes.

Solugdo: Para ver que {d_;_; cos(nx)} (‘ou {D_;_; cos(nx)}) é
limitada utilizamos que (ja que e # 1)

1— ei(n+1)x

1_|_eix_|_ei2x_'_“'einxz —

e tomamos parte real e parte imagindria. O resultado agora segue
do Teorema (Dirichlet).
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

.- Séries rearranjadas
Séries

Seja > a, uma série convergente e {b,} uma seqiiéncia ndo
crescente de nimeros positivos (ndo precisa ser infinitésima) entdo
a série Y apb, € convergente.

De fato: Seja c=limb,=inf,en b, € s,=a1 + --- + a,. Note que

Zakbk = Zak(bk—c) + CZak
k=1 k=1 k=1

[e.e]
Do Teorema (Dirichlet), Z an(bp—c) é convergente com soma s.

n=1
Logo > apnby =s+ ¢ an
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

.- Séries rearranjadas
Séries

Seja {b,} uma seqiiéncia ndo crescente e infinitésima. Entdo a
série > (—1)"b, € convergente.

De fato: E ficil ver que, se a, = (-1)"es,=a1+ -+ ap,
entdo {s,} é limitada (embora n3o seja convergente). Segue do
Teorema (Dirichlet) que > (—1)"b, é convergente.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

.- Séries rearranjadas
Séries

Seja {a,} uma seqiiéncia ndo-crescente de niimeros reais ndo
negativos. A série a, € convergente se, e somente se, a série
>~ 2Kay. é convergente.

De fato: Sejam {s,} e {3,} sdo as seqiiéncias das somas parciais
de 3" a, e 3" 2Ka,. Entdo, Vn € N,

Sp=ai1+a+---+ap
gSzn_]_:a]_—|—(32+33)—|—(34—|—a5+36+37)+'”+(32n—1—|—"'+32n_1)
<Sp-1 < 5.

Logo, se {5,} é limitada segue que {s,} é limitada.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia
Séries rearranjadas

Séries

Agora note que, Vn € N,

Son=ay +ax+---+ ax

ai
> ?—I—az—l—(ag—l—a4)—|—(a5+36—|—a7—|—ag)+- o+ (agn-141+- - +azn)
1
2%+a2+2a4—|—4ag+---—|—2”_la2n = Egn.

Logo, se {s,} é limitada segue que {3,} é limitada.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia
Séries rearranjadas

Séries

Do resultado anterior, a série % é convergente se, e somente se
Yo n f— 7
a série Y 25 =" 2(1=P)n & convergente se, e somente se, p > 1.

o0

A série Z 1
n

————— € convergente se, e somente se p > 1.
~— n(log n)?

De fato: Do resultado anterior, basta notar que

[ee]
Z 2n( Iog 2”) Z Iog2

n=1

é convergente se e somente se p > 1.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

.- Séries rearranjadas
Séries

Séries de Poténcia

Dada uma seqiiéncia {a,} de ndmeros reais, a série

o
E apx”
n=0

é chamada uma série de poténcias. Os numeros a, sdo chamados
de coeficientes da série e x € um nimero real.

Dependendo da escolha de x a série pode convergir ou divergir.

Vamos tentar determinar o maior conjunto de valores de x para o
qual a série de poténcias é convergente.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

. Séries rearranjadas
Séries

[ee)
Dada a série de poténcias E anx" seja a = lim +/|ap|. Defina
n—o0
n=0

1
R=—se0<a< oo,
@

R=0sea=x e,
R=oc0sea=0
o0
Ent3o, Z anx" converge se |x| < R, diverge se |x| > R e nada

n=0
podemos afirmar de |x| = R.

De fato: Basta notar que lim +/|a,x"|=|x| lim +/|an|=|x|a e
) i n—o0 n—oo
aplicar o teste da raiz.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

. Séries rearranjadas
Séries

Vamos analisar a convergéncia das séries de poténcias
° E n"x", R = 0.
n
n
E —x" R=e1
n!
n
X
E —, R = 0.
n!
g x", R =1.
n

Z%,p>O,R:1.

(]

(]

(]
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

. Séries rearranjadas
Séries

Séries rearranjadas

Seja ) a, uma série. Defina as sequiéncias
o {af} comal=a,sea,>0eal =0sea,<0.
o {a,} coma, =—a,sea,<0ea, =0sea,=>0.

As seqiiéncias {a; } e {a, } serdo chamadas de parte positiva e
parte negativa de {a,}. Sendo assim |a,| = a} + a;,
a, =a} —a, ela, = a,+2a;,.

Note que, se >_ a, € absolutamente convergente entdo > a e
>~ a,, sdo convergentes. Reciprocamente, se Y al e > a; sdo
convergentes entdo ) a, € absolutamente convergente.

Além disso, se ) a, é convergente mas ndo é absolutamente
convergente, segue facilmente das relagdes acima que ambas Y a;
e > a, sdo divergentes.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

. Séries rearranjadas
Séries

Seja {an} a seqiiéncia dos termos da série Y an, £ : N — N uma
bijecdo e by = a¢(). A série > bp € chamada uma série
rearranjada de ) a,.
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O que é uma série?
Séries de Poténcia

. Séries rearranjadas
Séries

Toda série rearranjada de uma série absolutamente convergente é
convergente com mesma soma.

Se > ap € convergente e ndo € absolutamente convergente, entdo
o Dado c€R, existe bijecdo {:N—N tal que Y 7 ; 3 (n)=C.

o Existem bijecGes £, e &_ tais que Y2, ac, (n) diverge para
+00 e Y 21 ac_ (n) diverge para —oo
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