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O Teorema da Conservacdo do Sinal
Funcgdes continuas: Resuldados fundamentais O Teorema do Anulamento

O Teorema do Valor Intermediario

O Teorema de Weierstrass e Aplicacoes

Recorde que:

Defini¢do (Continuidade)

Seja f: Df — R uma funcio e p € Df. Diremos que f(x) é

continua em p se, dado € > 0 existe um § > 0 tal que
x€Df e |x—p|l<d, = |f(x)—Ff(p)<e.

Se p é um ponto de acumulacdo de Dy, f é continua em p se,
e somente se,

de fungbes continuas

¢ uma funcio continua.

Fungdes - e fungdes _ sao continuas.
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O Teorema da Conservacdo do Sinal
Fungdes continuas: Resuldados fundamentais O Teorema do Anulamento

O Teorema do Valor Intermediario
O Teorema de Weierstrass e Aplicagoes

A prova do teorema a seguir segue da definicdo de continuidade e
da caracterizacdo de limites por sequéncias.

Teorema

Seja D um subconjunto de R, f : D - R ep e D. A fungdo f é
continua em p se, e somente se, para toda seqiiéncia {x,} em D
com x, =X p existe o limite lim (xn)-

n—-o00

Corolario

Seja D um subconjunto de R, f : D - R ep e D. A fungdo f é
continua em p se, e somente se, para toda seqiiéncia {x,} em D

com x, =3 p temos f(xn) e f(p).
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O Teorema da Conservacao do Sinal
Funcgdes continuas: Resuldados fundamentais O Teorema do Anulamento

O Teorema do Valor Intermediario

O Teorema de Weierstrass e Aplicacdes

O Teorema da Conservacao do Sinal

Teorema (Teorema da Conservagdo do Sinal)

Seja f : Df — R uma fung¢do continua e X € Dr tal que f(X)>0
(f(x) < 0) . Entio, existe & > 0 tal que f(x) >0 (f(x) <0)
sempre que x € Df e x € (X — 6,X + 0).

De fato: Como f é continua em X, dado _ existe

6 > 0, tal que
x € Df, x € (x=6,x+0) = f(x) € (f(X)—¢, f(X)+€)) = (0,2f(X)).

Isto prova o resultado.f
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O Teorema da Conservacdo do Sinal
Funcgdes continuas: Resuldados fundamentais O Teorema do Anulamento

O Teorema do Valor Intermediario

O Teorema de Weierstrass e Aplicacdes

O Teorema Anulamento

Teorema (Teorema do Anulamento)

Se
f:[a,b] — R € continua e f(a)< 0 <f(b)

(f(a) > 0 > f(b)), entdo, existe x € (a, b) tal que f(xX) = 0.

De fato: Faremos apenas o caso f(a) < 0 < f(b). Seja

Note que @#AC [a, b] (pois f(b)>0). Seja z=inf A. Do Teorema
da Conservagdo do Sinal, z € (a, b) e z¢ A. Portanto f(z)<0.

Por outro lado, do Teorema da Comparagio, f(z) = lim f(x)>0
(pois x>z=x€A=f(x)>0). Logo, f(z)=0g **
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O Teorema da Conservacdo do Sinal
Funcgdes continuas: Resuldados fundamentais O Teorema do Anulamento

O Teorema do Valor Intermediario

O Teorema de Weierstrass e Aplicacdes

O Teorema do Valor Intermedidrio

Teorema (Teorema do Valor Intermedidrio)

Seja f : [a, b] — R uma fungdo continua e tal que f(a)<f(b)
(f(a) > f(b)) . Se f(a)<k<f(b) (f(a)>k>1f(b)), entdo existe
x € (a, b) tal que f(x) = k.

De fato: Considere a fungdo g(x) = f(x) — k. Entdo

e do Teorema do Anulamento, existe X € [a, b] tal que g(X) = 0.
Portanto f(X) = k.
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O Teorema da Conservacdo do Sinal
Funcgdes continuas: Resuldados fundamentais O Teorema do Anulamento

O Teorema do Valor Intermediario

O Teorema de Weierstrass e Aplicacoes

O Teorema de Weierstrass e Aplicacoes

Teorema (de Weierstrass ou do Valor Extremo)
Se f : [a,b] — R for continua, existirdo p,q € |a, b] tais que

f(p) < f(x) < f(q), paratodo x € [a, b].
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O Teorema da Conservacao do Sinal
Funcgdes continuas: Resuldados fundamentais O Teorema do Anul to

O Teorema do Valor Intermediario
O Teorema de Weierstrass e Aplicacoes

De fato: Verifiquemos, inicialmente, que _

, dado neN, existiria x, €[a, b] tal que,
x0 € [a, b] e |f(xn)|>max{n,|f(xn—1)|}, n€N* Seja A={x,:neN}.

Como f é continua em r, existe § > 0 tal que,

Segue que f(B) é limitado e contém infinitos pontos de f(A) e isto
é uma contradi¢cdo. Segue que Im(f) é limitada.

Scjo [ETRIEIREEIE <t50 /()>m. v x<[a.b]. e f

ndo é constante, m é ponto de acumulagdo de {y €Im(f):y >m}.
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O Teorema da Conservacao do Sinal
Funcgdes continuas: Resuldados fundamentais O Teorema do Anulamento

O Teorema do Valor Intermediario
O Teorema de Weierstrass e Aplicacoes

Seja xp € [a, b] tal que 0<f(xg)—m e xx € [a, b] tal que
0<f(xk)—m<min{z, f(xk_1)—m}, para k€ N*.

O conjunto A= {xx : k € N} é _ portanto A

tem um

Como _ para cada n € N*, existe 4, > 0 tal que

Em particular, escolha x, € A com k > n e tal que |xx — p| < dp,

1 1 1 2
n n k n

Concluimos que f(p) = m.

A afirmativa restante segue de _ 0
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O Teorema da Conservacdo do Sinal
Fungdes continuas: Resuldados fundamentais O Teorema do Anulamento

O Teorema do Valor Intermediario
O Teorema de Weierstrass e Aplicacoes

Como uma conseqiiéncia do Teorema do Valor Intermediario e do
Teorema de Weierstrass, obtemos o seguinte resultado

Coroldrio
Seja f:[a, b] =R uma fungio continua. Se

m=min{f(x):x€[a, b]} e M=max{f(x):x€][a, b]},

entdo

Im(f) = f([a, b]) = [m, M].
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Abertos, Fechados, Compactos e Conexos

Abertos, Fechados, Compactos e Conexos

Definicao

Seja A C R.
1) Um ponto a € A é interior a A se existe r > 0 tal que
(a—r,a+r)CA
2) O conjunto A € aberto se todos os seus pontos sdo interiores.
3) O conjunto A é fechado em R se seu complementar é aberto.
4) O interior A° de A € o conjunto dos pontos interiores a A.

5) O fecho A de A é a intersecio de todos os fechados que
contém A.
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Abertos, Fechados, Compactos e Conexos

Teorema
Seja A um conjunto e {Ax}aen uma familia de conjuntos.

1) Se cada Ay € aberto, Uycp Ay € aberto.

2) Se cada Ay € aberto e N\ é um conjunto finito, NyxcpAx €
aberto.

3) Se cada A é fechado, NxcpAy € fechado.

4) Se cada Ay é fechado e N é um conjunto finito, UycpAy €
fechado.

Exemplo

Todo intervalo aberto é aberto. O interior de [a, b] € (a, b). O
interior A° de A é o maior aberto contido em A. O fecho de A € o
menor fechado que contém A.
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Abertos, Fechados, Compactos e Conexos

Teorema
Todo subconjunto aberto A de R se exprime, de maneira dnica,
como unido enumeravel de intervalos abertos disjuntos

Prova: Primeiramente note que se A é um conjunto, para cada A,
I = (a)\, b,\) é um intervalo e p € Nealy entdo Uyealh = (a, b)
onde a=infycp € b=supycp. De fato, é claro que Upealy C (a, b).
Para provar a outra inclusdo note que p € (a, b) e se x € (a, b), ou
x < p ou x > p. Agora,
se x < p, do fato que a = infycp ay < x, existe u1 € A tal que
a,, <x<p<by,.
se x > p, do fato que b = sup,cp by > x, existe uo € A tal
que ay, < p < x < by,.
Em qualquer dos casos x € Uxeply.
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Abertos, Fechados, Compactos e Conexos

Para o restante da prova, dado x € A seja I, a unido de todos os
intervalos abertos contidos em A e que contém x. Segue que

1) e = (aXa bx) C A,

2)sex,ycAoulknl=L=1loulnNl=0e

3) Uxealx = A.
Tomando, para cada intervalo desta decomposicdo um (nico
racional vemos que A pode ser escrito como unido enumerdvel de
intervalos disjuntos. Para ver que esta decomposi¢do é tnica basta

notar que cada intervalo aberto de uma tal decomposicdo esta
contido em algum dos /; e ndo pode ser distinto de /.

Corolario
Se | é um intervalo aberto e | = AU B onde A e B sio conjuntos
abertos e disjuntos entdo um deses conjuntos € vazio.
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