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Teorema (Teste da Raiz)

, A e — 1 ~
Se {an} € uma seqiiéncia limitada e lim|a,|» = ¢ < 1 entdo ) _ a,
€ absolutamente convergente.

. 1
De fato: Existe N € N tal que sup,, |ak|* < r= < <1 para
todo n > N. Logo |a,| < r" para todo n > N. Segue do Teorema
da Comparagdo que > |a,| é convergente, ou seja, > a, é
absolutamente convergente.
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Exemplo
Se p € N entdo Y nPa" é convergente para |a| < 1 e divergente
para |a| > 1.

~ — 1 .
Solucgdo: Basta ver que lim|nPa"|» = |a| < 1 e aplicar o Teste da
Raiz. Para ver que a série é divergente quando |a| > 1 basta notar
que a seqiiéncia dos termos da série ndo converge para zero neste
caso.
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Teorema (Teste da Raz&o)

Se > b, € uma série convergente de termos positivos e » | a, €
uma série de termos ndo nulos tais que existe ng € N tal que

lan+1] < bni1
EN = by

; v”2”0'}

entdo ) a, € absolutamente convergente.

Em particular, se lim % = c < 1, entdo ) a, € absolutamente
n

convergente.
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De fato:

|an0+1| < bno+1 |ano+2| < bno+2 |ano+3| < bn0+3
X ) ~X 9 ~ )
|ano| bno |ano+1| bno+1 |ano+2| bn0+2

a b -
Logo |‘;°+f| < 22 e o resultado segue utilizando o Teorema da
no o

Comparacgdo. O caso particular segue tomando b, = c”.
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Exemplo

> [’,’—,!,a” é convergente para |a| < e.

_ (D! (n+1)
De fato: Note que, para a#0, ("+1)|(Z:)n‘ = (1+11)n|
O resultado agora segue do Teste da Eazﬁo. ’

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



Exemplo
C id $i — 0g2n—-1 _ 2(n-1)
onsidere a série Y a, com ax, = 2a eay_1=a .

Vamos aplicar o critério da raiz e o critério da razao para esta série.

laoks1] |32k\ u
e Se n=2k, o] — 22T = 2
oL laz] __ 2]a** 7 _
e Se n=2k — 1, ayect] = 20T =2|al.

n—oo
Segue que lim |a‘"+‘1‘ = 2|al. Por outro lado /a, — |a|.

Desta forma, o teste da Raiz nos dd convergéncia para |a| < 1

enquanto que o teste da razdo nos da convergéncia apenas para
1

lal < 3

Isto indica uma possivel melhor eficacia do Teste da Raiz que é
provada no resultado a seguir.
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Teorema
Seja {an} uma seqiiéncia limitada de nimeros reais ndo nulos.
Entao
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De fato: Mostremos primeiramente que lim |a,,| < lim ‘7”‘1' Se

ndo, seja ¢ > 0 com m% <c< m\an\%. Logo, existe N € N
tal que
|an+1|
|an]

<c, Vn=N.

Disto segue que |an.p| < |an|c™VeN*P para todo p € N*. Sendo

. T 1 , -
assim ¢ < lim|ap|» < ¢ o que é uma contradig3o.

. . 1 -
Para ver que lim < lim |a,|» procedemos de modo similar

. . 1
supondo que, para algum ¢ > 0 him% > ¢ > lim |ap|n. Logo

existe N € N tal que % >c,Vn=N, e|aysp|>|ay|cNcVtP

para todo p € N*. Logo ¢ > lim |a,,| > c e temos uma
contradic3o.
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Corolario
Seja {an} uma seqiiéncia limitada de nimeros reais ndo nulos. Se
. e . . 1 . .
existe o limite lim [2ns1] entdo o limite lim |a,|» também existe e
te o limite lim 122
n

ambos tém o mesmo valor.
Exemplo

. n
lim =e

De fato: Seja a, = Z; e note que (a,)» = —r. Note também

que (t)»
i (n+1)" 1
an+1 +1)! n
:; = (nin) = nn :(1_{';)"”2)06
n n!

O resultado desejado agora segue do coroldrio acima.
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Teorema (Dirichlet)

Seja > a, uma série (ndo necessariamente convergente) e
Sn=a1+ -+ an, n €N as suas somas parciais. Se {s,} é
limitada e {b,} € uma seqiiéncia de nimeros reais positivos que €
ndo-crescente e infinitésima, entdo Y a,b, € convergente.

De fato: Segue facilmente por inducdo que, se s, = a; + - -- + ap,

n
> akbi = arby + aby + -+ + anby
k=1

= Sl(bl—b2)+52(b2—b3) +---+ Sn_1(bn_1—bn) + spbp
n—1

= Z Sk(bk—bk+1) + spb,
k=1
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Seja M = sup{|sn| : n € N}. Como > (b, — bpt+1) é uma série

7’ - ~ . %
convergente de niimeros reais n3o negativos e s,b, — 0, temos
que

|k (bk — br41)| < M(bg—br1),

(o)

segue que Z Sn(bn—bn+1) € convergente e que > apb, é
n=1

convergente.q
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Exemplo

Para cada nidmero real x que ndo é miiltiplo inteiro de 2w, as séries

cos(nx) sen(nx) _~
> ——= ey —,— sdo convergentes.

Solugdo: Para ver que {} }_; cos(nx)} (ou {d>_}_; cos(nx)}) é
limitada utilizamos que (j& que e™ # 1)

1— ei(n-i-l)x

1_|_eix_’_ei2x+_‘_einx: 1_e,'X

e tomamos parte real e parte imaginaria. O resultado agora segue
do Teorema (Dirichlet).
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Teorema (Abel)

Seja ) a, uma série convergente e {b,} uma seqiiéncia ndo
crescente de niimeros positivos (ndo precisa ser infinitésima) entdo
a série Y apb, € convergente.

De fato: Seja c=lim b,=inf,en by, € sSp=a1 + - - - + a,. Note que

Zakbk = Zak(bk—c) + cZak
k=1 k=1 k=1

o
Do Teorema (Dirichlet), Za,,(b,,—c) é convergente com soma s.
n=1

Logo Y anbp =s+c> anp
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Teorema (Leibiniz)

Seja {b,} uma seqiiéncia ndo crescente e infinitésima. Entdo a
série Y (—1)"b, é convergente.

De fato: E facil ver que, se a, = (-1)"es,=a1+ -+ an,

entdo {s,} é limitada (embora n3o seja convergente). Segue do
Teorema (Dirichlet) que > (—1)"b, é convergente.
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