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Séries

Exemplo

1 1
e Considere s, =1+ 5 +---4+ =. Prove que {sp} — 0.
n

Resolugao: Como {s,} é crescente, basta mostrar que ¢ ilimitada:
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s1=1, 2= 2_ 2a53_ 37
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Pode-se mostrar, por indugdo, que sy > (k+2)-3, VkeEN.
Assim {sp} ndo é limitada superiormente, portanto: lim s, = c0.
n—o0o
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L. O que é uma série?
Séries

Consideremos a seqiiéncia {an}.
A partir da seqiiéncia {a,} vamos construir a seqiiéncia {s,} (das
somas parciais) da seguinte forma:

S1=a1
S =a1+a
S3=aiy+ax+ a3

Sp=a1+a+a+tas+---+a

Definicao
A seqiiéncia {s,} das somas parciais é chamada série associada a

seqiiéncia {an}. Cada s, é chamado soma parcial ou reduzida de
ordem n. Os termos a, sdo chamados os termos da série.
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L. O que é uma série?
Séries

Notacao:

[o.¢]
> an ou Ya, ou Y a, ou atapt-tante
n>1 n=1

Observacao: As vezes consideraremos séries que comegam com

oo
an, em lugar de a;. Neste caso escreveremos E ap, por exemplo.

n=ngp

Exemplos:
{an} = {(-1)"*1).
Construimos a seqiiéncia das somas parciais (série):
51 =a1 = 1
s,=a;+a=0
ss=ai+a+a3=1
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1
{an} = o

Construimos a seqiiéncia das somas parciais (série):

51:].

1
52:1+§
s—1+1+1+ +l
" 2 3 n
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6
{an} = {10,, .

Construimos a seqliéncia das somas parciais (série):
51 = O, 6
s5=0,6+0,06 =0,66
s3=0,66 + 0,006 = 0,666

n—oo
Observe que s, —

Wl N

Escrevemos

2
3=0.6+0,06+0,006+:.
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L. O que é uma série?
Séries

Definicao
A série a, € dita convergente se a seqliéncia{s,} € convergente.
Caso contradrio a série € dita divergente.

Se a seqiiéncia {s,} é convergente para S dizemos que a série
Y1 an é convergente com soma S.

Claramente podemos definir a soma e multiplicacdo de séries e das
propriedades de seqiiéncias podemos deduzir a convergéncia da
série soma, produto, etc.
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L. O que é uma série?
Séries

o
Notacao: Z ap, = S.

n=1
o0
Portanto, quando escrevemos E an, = S queremos dizer que
n=1

o n

E a, = lim g aj| = lim s, =S.
n—o0 n—oo

n=1 i=1
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L. O que é uma série?
Séries

Exemplo (Série Telescépica)

— 1
Zn(n+1) -

n=1
Note que,
! + ! +---+ !
S, == —— -
"T1.2 2.3 (n+1)
1 1 1 1 1
=(1-Z= B -
( 2)+(2 3)+ (n n—i—l)
B 1
n+1

o0
: 1) 1 _
Assim nllmoos,, = n||_>r‘rc':O (1 - m) =1le Zm =1
n=1
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L. O que é uma série?
Séries

oo
. Z(—l)” é divergente.
1
Aqui s, = —1 para n impares, =0 para n par.

Portanto {s,} ndo converge.

>
. 22" diverge. Aqui s, =2+22 4 ... +2".
1
{sn} ndo é limitada e assim n3o é convergente.
o
1
. Z = diverge - Série Harménica. Aqui s, = 1+%+- . -—|—%_
n
n=1

s . . n—oo
Ja vimos anteriormente que s, — 0.
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L. O que é uma série?
Séries

Algumas séries s3o importantes pois servem como referéncia para o
estudo de outras. A Série Telescopica, a Série Harmonica sdo
exemplos deste tipo. Outro exemplo seria a Série Geométrica que
veremos a seguir
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L. O que é uma série?
Séries

A Série Geométrica Z ar"l=atartar’4--- (a#£0)é

n>1
a

1—r"

convergente se, e sO se, |r| < 1, caso em que sua soma é

Assim
atar+ar’+- - +ar’+- - = %7 <1
—r

onde r é dito razao de Série Geométrica.
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L. O que é uma série?
Séries

De fato:

(i) Ser=1entdos,=a+a+---+a=na, que tendea oo ou
—00, conforme a > 0 ou a < 0. Portanto a série é divergente.

(i) Se r # 1, temos:

s, = adar+ari+-.-+ar"1
rs, = ar—+ar’+ar3+---+ar"

Subtraindo membro a membro:
s(l—r)=a—ar"=a(l-r").

(1—r”): a  a

Portanto s, = a
n 1—r 1—r 1-—r
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L. O que é uma série?
Séries

. . n—oo .
Se |r| < 1, como vimos anteriormente, r” '— 0 e assim

. . a a ., a
lim s, = lim — r'| = .
n—o00 n—soo \1—r 1—r 1—r

Se |r| > 1 ou r = —1, como vimos anteriormente, (r") é
divergente e, consequentemente, {s,} também é, ou seja, a
série é divergente. U
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L. O que é uma série?
Séries

Teorema

Se E an € uma série convergente entdo lim a, = 0. A reciproca
n—o0

€ falsa.

Prova: Note que, se {s,} com s, = a; +--- + s, é convergente,
temos
n—oo
ah=5S,—5-1 — s—s=0

e o resultado esta provado. Para ver que n3o vale a volta considere
a série harmonica.

ExerC|C|o

Se E dn é uma série convergente se, e somente se, E an €

n=1 n=ng
convergente.
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L. O que é uma série?
Séries

Teorema
Sea,>0,VneN, E an € uma série convergente se, e somente
se, a seqliiéncia das somas parciais é limitada.

Teorema (Comparag&o)

Sejam > a, e Y b, séries de termos positivos. Se existem ¢ > 0 e
ng € N tais que a, < ¢ - b, para todo n > ng, ent3o

e Se > by, € convergente, entdo ) a, € convergente.

e Se > a, € divergente, entdo ) b, € divergente.
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L. O que é uma série?
Séries

Exemplo
Ser>1,3 L & convergente.

Solucao: Simplesmente note que

1 1 1 1 1 1
sra=l+ (ot )t teta)

1 1 1
ey T ey Ty
T
2 4 2n1
<1+2r+ + - +W
1 1 1 1
:1+F+ﬁ+”.+2(nfl)(r71) < 1_ 1

2r—1
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L. O que é uma série?
Séries

Segue do fato que uma seqliéncia é convergente se, e somente se,
ela é de Cauchy que o seguinte resultado vale.

Teorema (Critério de Cauchy para Séries)

> an € convergente se, e somente se, dado € >0 existe N €N tal que
’an+"'+an+p| < €

para todo n > N e para todo p € N.
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L. O que é uma série?
Séries

Definicao
Uma série Y a, € absolutamente convergente quando ) |a,| €
convergente.

Segue facilmente do critério de Cauchy que

Teorema
Se > ap € absolutamente convergente, entdo )  a, € convergente.

Nao vale a volta.
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L. O que é uma série?
Séries

—1)n+1 - ,
De fato: Note que > % ndo é absolutamente convergente
mas é convergente. Para concluir que é convergente note que

1 1. 11 1, 1 1 1 1

S = 1—57 s =(1=5)+(z—7) % = (1—§)+(§—Z)+(g—6) e

Sendo assim, s < 54 < S < -+ < Sy < --- e {spp} é crescente
limitada (por 1) e portanto convergente. Por outro lado

1 1 1 1 1 1
s1=1, 53—1+(_§+§)a 55—1+(—§+§)+(—*+*),'“

Sendo assim, 51 > s3> 55 > -+ > Sy(p_1) > - € {sp-1} €
decrescente limitada e portanto convergente.

1
2n+1

7

2370 e portanto 3 # é

Por outro lado spp1 — Son =

convergente.
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L. O que é uma série?
Séries

Exercicio
Seja {an} uma seqiiéncia infinitésima de termos ndo negativos que
€ decrescente. Mostre que > (—1)"a, € convergente.

Sugestao: Repita a prova acima substituindo % por an.

Exercicio
eSeja > b, uma série convergente de termos ndo negativos. Se
existem k > 0 e ny € N tais que |a,| < kb, para todo n > ng
ent3o a série Y a, € absolutamente convergente.
e Se existem ¢ € (0,1), k > 0 e np € N tais que |a,| <
k - c" para todo n > ng entdo a série Y a, € absolutamente
convergente.
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L. O que é uma série?
Séries

Teorema (Teste da Raiz)

, N 1 ~
Se {an} € uma seqiiéncia limitada e lim|a,|» = ¢ < 1 entdo ) _ a,
€ absolutamente convergente.

: 1
De fato: Existe N € N tal que sup,, |ax|* < r = Cgl < 1 para

todo n > N. Logo |an| < r" para todo n > N. Segue do Teorema
da Comparagdo que ) |a,| é convergente, ou seja, > a, é
absolutamente convergente.

Exemplo

Se p € N entdo > nPa" é convergente para |a| < 1 e divergente
para |a| > 1.

Solucdo: Basta ver que m|npa”|% = |a| < 1 e aplicar o Teste da
Raiz. Para ver que a série é divergente para |a| > 1 basta notar que
a seqliéncia dos termos da série n3o converge para zero neste caso.
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