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Limite Superior e Limite Inferior

Seqiiéncias e Séries . )
Segqiiéncias divergentes para +co ou —oo.

Limite Superior e Limite Inferior

Definicao

Seja {an} uma seqiiéncia. Um nimero real a é um valor de
aderéncia de {an} se a seqiiéncia {a,} possui uma subseqiiéncia
convergente com limite a.

Ja vimos que o conjunto dos valores de aderéncia de uma
seqiiéncia limitada é ndo vazio.

Vimos também que se a é um ponto de acumulagcdo do conjunto
| = {ap : n € N} dos valores da seqiiéncia {a,} entdo a é um valor
de aderéncia da sequiéncia {a,}.
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aa L L. Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias e Séries

Segqiiéncias divergentes para +co ou —oo.

Definicao

Seja {an} uma seqiiéncia limitada. Definimos o limite superior

limsup a, (limite inferior liminf a,) da seqiiéncia {a,} por
n—oo

n—oo
limsupa, = lim supax = inf sup a,
n—o0 n—00 k>n nelN k>n
liminfa, = lim inf ay = sup inf a,
n—o00 n—oo k>n neN k>n

Também escreveremos lim a, ou lim a, para denotar o limite
n—o0 n—o0
inferior e o limite superior.
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aa L L. Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias e Séries

Segqiiéncias divergentes para +co ou —oo.

Teorema

Se {a,} € uma seqiiéncia limitada, entdo a= lim a, e b= lim a,
n—o0 n—o00

sdo valores de aderéncia de {a,}.

Para provar o teorema acima basta verificar que, dada uma
vizinhanga V, de a (ou V}, de b) temos que a, € V, (a, € Vp)
para infinitos indices n e proceder como antes para construir a
subseqliéncia.
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aa L L. Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias e Séries

Seqiiéncias divergentes para +0co ou —oo.

De fato: Dada vizinhanga V, de a e r>0 tal que (a—r,a+r)C V5,
seja N € N tal que infg=pax € (a—r,a+r) para todo n > N. Logo,
existe k1 > N tal que ay, € (a—r,a+r).

Tomando ny >N e ny > k; segue que infy=p,ax € (a—r,a+r) e
portanto existe kp > n; > k; tal que a, € (a—r,a+r),.

Tendo construido ay, - - - a, tomamos np1 > N e np1 > kp.
Segue que infy>p, ak € (a—r,a+r) e existe kpy1 > npy1 > kp
tal que a, ., € (a—r,a+r).

A seqiiéncia {ay,} estd inteiramente contida em V; mostrando que
V,contém a, para infinitos indices n.

Exercicio

Use isto para mostrar que a é um valor de aderéncia de {ap} e

mostre que o b= lim a, também é um valor de aderéncia de {a,}.
n—o00
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Superior e Limite Inferior

Seqiiéncias e Séries

Segue to Teorema (Compagdo) que
Teorema

Se a é um valor de aderéncia da seqiiéncia {a,} entdo

liminfa, < a<limsup.
n—=roo n—o0

Além disso, uma seqliéncia é convergente se, e somente se,

liminf,_oo an = limsup,_,-

Segue to Teorema (Confronto) que

Corolario
Uma seqiiéncia {a,} € convergente se e, somente se,

liminf a, = limsup.
n—oo n—00
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Limite Superior e Limite Inferior

Seqiiéncias e Séries n . .
Seqiiéncias divergentes para +oco ou —oo.

Sequéncias divergentes para 400 ou —oo.

Recorde que

Definicao

Diremos que a seqiiéncia {an} diverge para +o0o (—o0) se, dado

M > 0, existe N € N tal que a, > M (a, < —M) para todo

n > N. Escreveremos lim a,=—+00(—00) ou a, —3 +oo(—o0).
n—oo

Diremos que a seqiiéncia {a,} é eventualmente positiva (negativa)
se existe N € N tal que a, > 0 (a, < 0), para todo n > N.
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wn L L. Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias e Séries

Segqiiéncias divergentes para +co ou —oo.

Teorema

— Soge . . . ~ —
a) Se 2, —Soo e {bn} € limitada inferiormente, entdo atb, =S 00.
— . . ~ .
b) Se an, =300 e liminf b, > 0, entdo lim ap, - by = +oc.
n—oo n—oo
c) Seja {an} uma seqiiéncia com a, # 0, Vn € N. {a,} € even-
. — —
tualmente positiva e a, — 0 se, e somente se, — —= 400

dn
d) Sejam {a,} e {b,} sdo eventualmente positivas, b, #0, VneN.
di) Se I|m|nfa,,>0 e b,"=30, entdo I|_>m i—+oo

. a
dy) Se{an} € limitada e by~ 400 , entdo = =5 0.

n
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wn L L. Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias e Séries

Segqiiéncias divergentes para +co ou —oo.

— T . . ~
a) Se a,—300 e {b,} é limitada inferiormente, ent3o
n—o0
an+b, — 0.

De fato: Como {b,} é limitada inferiormente existe um niimero
real £ > 0 tal que b, > —¢, Vn € N. Como annifoo, dado M >0
existe N € N tal que a, > M+ ¢, Vn > N. Logo

an+by>M+L0—0=M, ¥n>N.

N
Isto mostra que an+ by —300.
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Limite Superior e Limite Inferior

Segqiiéncias e Séries P "
q Segqiiéncias divergentes para +co ou —oo.

b) Se an =300 e liminf b, > 0, entdo lim a, - by = 4.
n—oo n—oo

De fato: Como annﬂooo e liminf b, = r > 0 existe N; € N tal
n—oo

que infy>, by > 5 para todo n > Ni. Como 2, =300, dado
M > 0 existe N» € N tal que a, > @ para todo n > N,. Disto
segue que, para n = N = max{Ny, No}
2M
a,,ob,,>—-gzl\/l, Vn > N.
r

\
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wn L L. Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias e Séries

Segqiiéncias divergentes para +co ou —oo.

c) Seja {a,} uma seqiiéncia com a, # 0, Vn € N. {a,} é

.. n—-o0, 1 n—o0
eventualmente positiva e a,,—>0 se, e somente se, — — 0.

an

De fato: Se {a,} ¢ infinitésima e eventualmente positiva dado
M >0 seja NeN tal que 0<a, < = i vn=N. Logo >M Vn>=N,

n—oo
mostrando que — —— ¢
dp

. 1 .
Reaprocamente, se — ™% 00, dado € > 0, seja N € N tal que
ap

L > 1vn> N. Segue que 0 < a, < ¢, Vn> N. Isto prova o
resultado.
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wn L L. Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias e Séries

Segqiiéncias divergentes para +co ou —oo.

d) Sejam{a,}e{bn} sdo eventualmente positivas, b,#0, VneN.

di) Se I|m|nfa,,>0 e b, 730, entdo lim ?——Foo

n—oo n

a
d») Se{a,}é limitada e b, —> 00 , entdo = =5 0.
n

De fato:

d1) Se||m |nfa,,—r>0 existe N1 €N tal que a,> 5, Vn> N, dado

M>0 seja NQEN tal que 0< b, < 5p;, Vn=No. Logo
Z—:>§~¥:M,Vn> N =max{Ny, N2}, mostrando que ?"ﬂooo

n

d») Seja L > 0 tal que |a,| < L, ¥n € N. Como b,"~3 o0, dado
€ > 0 existe N € N tal que b, > % (ou bl,, < 1), ¥n= N. Logo,

n—oo

=¢€, VYn2>= N. Mostrando que — 0.

dnp € an
dn _ LS an
by 0‘ St by
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wn L L. Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias e Séries

Segqiiéncias divergentes para +co ou —oo.

— — . :
Se a, 3 00 e b, 3 —00 nada podemos afirmar de lim (a,+b,).
n—o0

Neste caso tudo pode ocorrer, {a, + bp} pode convergir para
qualquer nimero real, pode divergir para +0o0 or —oo ou pode
oscialar.

Exemplo

Sea,=+v/n+ 1 e b —+/n, para todo n € N, é fdcil ver que
_>

an =X 00 e by =3 —00 . Para ver o que ocorre com a seqiiéncia

{an + bn} observe que

_(Wn+1-—yn)(Vn+1+yn) 1
Vin+l- = Vn+1+4+/n ISRV

Segue de db) que {a, + bp} € infinitésima.
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Limite Superior e Limite Inferior
Segqiiéncias divergentes para +co ou —oo.

Seqiiéncias e Séries

Exemplo
~ A . _ i .
Se a > 1, entdo a seqiiéncia {a,} com a, = Z- diverge para +oo.

De fato: Basta ver que a =1+ h com h > 0 e escrever

n 1+h)" 1 h?
a—:uzf—kh—i-(n—l)f—i-sn
n n n 21

O resultado segue aplicando a).
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Limite Superior e Limite Inferior

Segqiiéncias e Séries P "
q Segqiiéncias divergentes para +co ou —oo.

Exemplo
~ A . | .
Se a > 1, entdo a seqiiéncia {a,} com a, = I diverge para +oo.

De fato: Basta escolher ng tal que ™2 > 2 e escrever, para n > no,

_ n! nl 1 __ ng!
an = S pl i O€ I = i temos que

—1)--.. 1
_rn(n ) no + ):r2”_”°—|—5,,:r(n—|—1—no)—l—§n-

n— an—"no

O resultado segue aplicando a).
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wn L L. Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias e Séries

Segqiiéncias divergentes para +co ou —oo.

Exemplo

Seja {ap} construida indutivamente por a; = V2e

ant1 =2+ ap, n > 2. Mostre que {a,} € convergente com
limite 2.

Vamos inicialmente verificar que {a,} é crescente. De fato:
(i) a1 < a
(i) Suponhamos vélido para n—1, isto é: a,_1 < a,

an:\/2+3n—1<\/2+3n:3n+1 .

Assim a, < apy1, portanto {a,} é crescente.
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wn L L. Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias e Séries

Segqiiéncias divergentes para +co ou —oo.

A seguir vamos verificar que 3 é limitante superior para o conjunto
dos valores da seqiiéncia {a,}:

(i) 81:\@<3

(i) Suponhamos a,_1 < 3. Entdo

an=+/2+a,1<vV2+3<V9=3.

Como {ap} é crescente e limitada superiormente segue que ela
é convergente. Se / ¢ tal que a, 7% ¢, como anr1=+2+an
, temos

2 =2+a, e P=2+10.

Isto nos dd {=2 ou {=—1. Como ¢>0 segue que lim a,=2.
n—o0
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wn L L. Limite Superior e Limite Inferior
Seqiiéncias e Séries

Segqiiéncias divergentes para +co ou —oo.

Exercicio
a)Sea, = —oc e{b,} é limitada superiormente, entdo an+b,"—%
—00.
b) Se a," =3 —co e liminf b, > 0, entdo lim a, - by, = —oco.

n—oo n—oo

c) Seja {an} uma seqiiéncia com a, # 0, Vn € N. {a,} € even-

. n—oo n—oo
tualmente negativa e a,,—>0 se, e somente se, — — —00.
dn

d) Sejam{an} e{b,} sdo eventualmente negativas, b,#0, VneN.
di) Se Ilmlnfa,,<0 e b, 70, entdo lim ﬂ—+oo

n—o0 n
an n—o0

dp) Se{a,} é limitada e b, —o0 , entaob — 0.
n

e) No item d) analise a situagdo em que {a,} € eventualmente
positiva e {b,} € eventualmente negativa.
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