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Seqiiéncias e Séries Comparagdo e Confronto

Teorema (Comparagdo)

Se a, e a, b, X b e existe N € N tal que, para todo n > N,
an < by, entdo a < b.

Prova: Dado ¢ > 0 existe N; > N tal que, para todo n > Ny,
a—e<a,<atee b—e<b,<b+e
Logo, V n > Ny,
a—e<a,<b,<b+e

Disto segue que a — b < 2¢ para todo ¢ > 0 e, portanto, a— b < 0.
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Seqiiéncias e Séries Comparagdo e Confronto

Teorema (Confronto)

Se a, =Xy, Cn "X ¢ e existe N € N tal que, para todo n > N,
an < b, < ¢, entdo b, .

Prova: Dado € > 0 existe Ny > N tal que, para todo n > Ny,
l—e<ap<fl+e e l—c<cp<l+e
Logo, V n > Ny,
l—e<ap<b,<c,</l+e

Disto segue que |b, — ¢| <€, ¥ n > Ny e que {b,} é convergente
com limite /.
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Seqiiéncias e Séries Comparagdo e Confronto

Exemplo.
an bn
1 1 1\"
e=lim (1+1+=+---+ =)= lim <1+—> =/
n—o0 21 nl n—o0 n

De fato: Como a, > by, Vn € N, do Teorema (Comparac¢io),
e > {. Por outro lodo, se n > p > 2,
1 1 2 p—1

1 1
by>141+—(1— )+ +—(1-1=-=)---(1-
Hl (1= )+ +p!( (=) -

)

do Teorema (Comparagdo) ¢ = lim,_,o by > ap, Vp € N. Segue
que £ =lim,_00 by, = sup{a, : n € N} = lim,, a, = e. Isto
mostra que £ = e.
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Seqiiéncias e Séries Comparagdo e Confronto

Definicdo

Seja {ap} uma seqiiéncia. Um nimero real a é um valor de
aderéncia de {a,} se a seqiiéncia {a,} possui uma subseqliéncia
convergente com limite a.

Ja vimos que o conjunto dos valores de aderéncia de uma
sequéncia limitada é n3o vazio.
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Seqiiéncias e Séries Comparagdo e Confronto

Definicdo
Seja {an} uma seqiiéncia limitada. Definimos o limite superior
limsup a, (limite inferior liminf a,) da seqiiéncia {a,} por

n— o0

n—oo
limsupa, = lim supax = inf sup a,
n—00 N—=00 |>np neN g>n
liminfa, = lim inf ay = sup inf a,
n—o0 n—o00 k>n neN k=n

Também escreveremos lim a, ou lim a, para denotar o limite
n—00 n—0o0
inferior e o limite superior.
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Seqiiéncias e Séries Comparagdo e Confronto

Teorema

Se {an} € uma seqiiéncia limitada, entdo a= lim a, e b= lim a,
n—00 n—=00

sdo valores de aderéncia de {an}.

Para provar o teorema acima basta verificar que, dada uma
vizinhanga V; de a (ou V), de b) temos que a, € V, (a, € Vp)
para infinitos indices n e proceder como antes para construir a
subsequéncia.
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Seqiiéncias e Séries Comparagdo e Confronto

De fato: Dada vizinhanga V, de a e r>0 tal que (a—r,a+r)C V,,
seja N € N tal que infy>pax € (a—r,a+r) para todo n > N. Logo,
existe ki > N tal que ay, € (a—r,a+r). Tomando n;>k; > N
temos que infy=p,ak € (a — r/2,a+ r/2) e portanto existe

ko > n1 > kq tal que ax, € (a—r/2,a+ r/2), tendo construido
ak, -~ ak, com ay, € (a—r/p,a+r/p) tomamos ny1 > k, > N
tal que infi>p,,,ax € (a—r/(p+1),a+r/(p+1)) e existe

kpt1 = npy1 > kp tal que ay,, € (a—r/(p+1),a+r/(p+1)). A
sequiéncia {ag, } é convergente com limite a, mostrando o
resultado.

Exercicio
Mostre que o b = lim a, é um valor de aderéncia
n—oo
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Seqiiéncias e Séries Comparagdo e Confronto

Segue to Teorema (Confronto) que
Teorema

Se a é um valor de aderéncia da seqiiéncia {a,} entdo

liminfa, < a<limsup.
n—00 n—o0

Além disso, uma seqliéncia € convergente se, e somente se,
liminf,o0 an = limsup,_,o-

Corolario
Uma seqiiéncia {a,} € convergente se e, somente se,

liminf a, = limsup.
=00 n—00
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Seqiiéncias e Séries Comparagdo e Confronto

Em seguida apresentamos o método das aproximagdes sucessivas

Teorema (Aproximagdes Sucessivas)

Se k€0,1), {an} € uma seqiiéncia tal que, para todo n € N,
, entdo {a,} € de Cauchy.

‘an+2_an+1|<)\‘an+l_an
Prova: Se m > n s3o naturais, m = n+ p para algum p € N*.

|antp — an| < lantp — antp-1l + -+ |ant1 — anl
< K"PMay — ag| + -+ + K"|ay — ao
< ﬁn[ﬁp—l 4+t 1]\a1 — ag|
H;n
< 1_I€|31—30|-

Dado € > 0 escolha N € N tal que %|al — ap| < €. Segue que, se
m,n> N, |am — ap| < € e {a,} é de Cauchy.
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Seqiiéncias e Séries

Comparagdo e Confronto

Exemplo: Seja a > 0 e {a,} a sequéncia definida por ag =c>0e
an+1:% a,,—I—ain . Mostre que {a,} é convergente com limite /a.
De fato: Note que

1 a 1 1
dn4+2 — dp41 = E(an—l—l - an) + E

an+1 dn

1 a
(373 v =20
a

Note que, para todo t > 0, % (t+ %) > /5. Logo ap > \/g para
todo n > 1. Disto segue que 2a,a,+1 > a e que

1 a < 1

2 2apapy1 2
Logo, do Método das aproximagdes sucessivas {a,} € convergente
e o limite ¢ deve satisfazer { = 3 ({ + 2), ou seja (% = a.
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