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Ndmeros
eros Racionais
Q ndo é completo

Os Nimeros Racionais

Os nimeros racionais sdo construidos tomando-se o conjunto
7, x 7* e identificando os pares (a, b) ~ (c, d) para os quais
ad = bc. Representamos um par (a, b) em Z x Z* por 7.
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Ndmeros
eros Racionais

Q nao é completo

Chamamos adi¢do a operagdo que a cada par (x,y) € Q x Q
associa sua soma x + y € Q e chamamos multiplicacao a operacao
que a cada par (x,y) € Q x Q associa seu produto x - y € Q.

A soma e o produto em Q s3o dados, respectivamente, por:

E_i_giad—i-bc
b d°  bd
a ¢ _ ac
b d° bd’

A terna (Q,+, ), ou seja, Q munido das operagdes “+" e
satisfaz as propriedades de um corpo. Isto quer dizer que valem as
propriedades seguintes:
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Ndmeros
Ndmeros Racionais
Q nao é completo

Propriedades da Adicao em Q

(A1) (associativa) (x+y)+z = x+(y+2z),V x,y,z€Q;
(A2) (comutativa) x+y =y +x, V¥ x,y € Q;

(A3) (elemento neutro) existe 0 € Q tal que x +0 = x,
para todo x € Q;

(A4) (oposto) para todo x € Q, existe y € Q (y = —x),
tal que x+y =0;
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Ndmeros
Ndmeros Racionais
Q nao é completo

Propriedades da Adicao em Q

(A1) (associativa) (x+y)+z = x+(y+2z),V x,y,z€Q;
(A2) (comutativa) x+y =y +x, V¥ x,y € Q;

(A3) (elemento neutro) existe 0 € Q tal que x +0 = x,
para todo x € Q;

(A4) (oposto) para todo x € Q, existe y € Q (y = —x),
tal que x+y =0;

Mostre as propriedades acima.
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Ndmeros
Ndmeros Racionais
Q nao é completo

Propriedades da Multiplicacdo em Q

(M1) (associativa) (xy)z = x(yz), ¥V x,y,z € Q;
(M2) (comutativa) xy = yx, para todo x,y € Q;

(M3) (elemento neutro) existe 1 € Q, tal que x1 = x,
para todo x € Q;

(M4) (elemento inverso) para todo x € Q, x # 0, existe
y € Q,(y:%),tal que x -y =1;
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Ndmeros
Ndmeros Racionais
Q nao é completo

Propriedades da Multiplicacdo em Q

(M1) (associativa) (xy)z = x(yz), ¥V x,y,z € Q;
(M2) (comutativa) xy = yx, para todo x,y € Q;

(M3) (elemento neutro) existe 1 € Q, tal que x1 = x,
para todo x € Q;

(M4) (elemento inverso) para todo x € Q, x # 0, existe
y € Q,(y:%),tal que x -y =1;

Mostre as propriedades acima.
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Ndmeros
Ndmeros Racionais
Q nao é completo

Propriedade Distributiva em Q

(D) (distributiva da multiplicacdo)
x(y+z)=xy+xz, Vx,y,z€Q.
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Ndmeros
Ndmeros Racionais
Q nao é completo

Propriedade Distributiva em Q

(D) (distributiva da multiplicacdo)
x(y+z)=xy+xz, Vx,y,z€Q.

Mostre a propriedade acima.
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Ndmeros
eros Racionais

Q ndo é completo

Apenas com estas 9 propriedades podemos provar todas as
operacgoes algébricas com o corpo Q. Vamos enunciar algumas e
demonstrar outras a seguir.

Proposi¢do (Lei do Cancelamento)
Em Q, vale

‘x+z:y+z — x:y‘

e sez#0

X z=y-z = x=y.|
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Ndmeros
Ndmeros Racionais

Q nao é completo

Prova:

x =x4+0=x+(z4+(-2))=x+2)+(-2)
=(y+2)+(-2)=y+(z+(-2))=y+0=yg
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Ndmeros

eros Racionais
Q ndo é completo

Proposicao

O elementos neutros da adicdo e da multiplicacdo sdo tinicos.

As seguintes proposi¢des seguem da Lei do Cancelamento.

Proposicao

O elemento oposto e o elemento inverso sdo tinicos.

Proposicao
Para todo x € Q, x-0=0.

Proposicao

Para todo x € Q, —x = (—1)x.
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Ndmeros

eros Racionais

Q nao é completo

inicao

Diremos que

a cQé nao-negativo, se a- b € N
b positivo, sea-beNea#0
e diremos que

= g a . "
nao-positivo, se 5 ndo for positivo

a
b ) a ~ .
negativo, se 5 néo for ndo-negativo.
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Ndmeros
eros Racionais

Q nao é completo

Sejam x,y € Q. Diremos que x é menor do que y e escrevemos
x <y, se existir t € Q positivo tal que

y=x+t

Neste mesmo caso, poderemos dizer que y é maior do que x e
escrevemos y > x. Em particular, teremos x > 0 se x for positivo e
x < 0 se x for negativo.

v
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Ndmeros
Ndmeros Racionais

Q nao é completo

Se x < y ou x = y, entdo escreveremos x < y e lemos " x é menor
ou igual a y”

Da mesma forma, se y > x ou y = x, ent3o escreveremos y > x e,
neste caso, lemos “y é maior ou igual a x"

Escreveremos x > 0 se x for ndo-negativo e x < 0 se x for
ndo-positivo.
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Ndmeros
Ndmeros Racionais

Q nao é completo

A quédrupla (Q, +, - , <) satisfaz as propriedades de um corpo
ordenado, isto é, também valem as propriedades seguintes:

(O1) (reflexiva) x < x, para todo x € Q;

(02) (anti-simétrica) x <y e y <x = x =y, para
quaisquer x,y € Q;

(O3) (transitiva) x <y, y <z — x < z, para
quaisquer x,y,z € Q;

(O4) Para quaisquer x,y € Q, x <y ou y < x;
(OA) x<y = x+z<y+z;
(OM) x<y e z20 = xz<yz.
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Ndmeros
Ndmeros Racionais

Q nao é completo

A quédrupla (Q, +, - , <) satisfaz as propriedades de um corpo
ordenado, isto é, também valem as propriedades seguintes:

(O1) (reflexiva) x < x, para todo x € Q;

(02) (anti-simétrica) x <y e y <x = x =y, para
quaisquer x,y € Q;

(O3) (transitiva) x <y, y <z — x < z, para
quaisquer x,y,z € Q;

(O4) Para quaisquer x,y € Q, x <y ou y < x;
(OA) x<y = x+z<y+z;
(OM) x<y e z20 = xz<yz.

Mostre as propriedades acima.
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Ndmeros
Ndmeros Racionais

Q nao é completo

Para quaisquer x,y,z, w no corpo ordenado QQ, valem
<

zgw} — x+z<y+w.

0<x<y
= xz < yw.
0<z<w SY

(b)
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Ndmeros
Ndmeros Racionais

Q nao é completo

Prova: Vamos provar o item (b).

0<x<vy (OM) xz < yz (93) < v
0<z<w yz < yw - S YW
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Ndmeros
Ndmeros Racionais

Q nao é completo

Prova: Vamos provar o item (b).

0<x<y } (oM) xz < yz

)N (03) <
0<z<w - yz<yw RS

Mostre a parte a) da proposicdo.
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Ndmeros
Ndmeros Racionais
Q nao é completo

Outras propriedades:

Sejam x,y,z,w € Q. Ent3o valem
0 X<y < Xx+z<y+z
1
0z>0 << —>0;

z

0z>0 «— —z<0;

@ Sez>0,entdo x <y <= xz<yz
@ Sez<0,entdo x <y <= xz>yz
Osx<y = xz < yw,
0<z<w | yw:
1 1
0 0<x<y <= 0<—<—;
y X
o (tricotomia) x <y ou x=y ou x >y;
e (anulamento do produto) xy =0 <= x=0 ou y =0.
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Ndmeros
Nimeros Racionais
Q nao é completo

Q nao é completo

Os ndmeros racionais podem ser representados por pontos em uma
reta horizontal ordenada, chamada reta real.

Y

T NI
T Nl

T Wi

+ +

3 2 1 0 1 2 3 4 s

Se P for a representacdo de um nimero racional x, diremos que x
é a abscissa de P. Nem todo ponto da reta real é racional.
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Ndmeros

Nimeros Racionais
Q nao é completo

Considere um quadrado de lado 1 e diagonal d. Pelo Teorema de
Pitagoras,

?=1"+1"=2
Seja P a intersecdo do eixo x com a circunferéncia de centro em 0
e raio d.
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Ndmeros
Nimeros Racionais

Q nao é completo

Mostraremos que P é um ponto da reta com abscissa x ¢ Q.

Proposicao

Seja a € Z. Temos

2

(a) Se a for impar, entdo a* é impar;

(b) Se a? for par, entdo a € par.
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Ndmeros
Nimeros Racionais

Q nao é completo

Prova:

(a) Se a for impar, entdo existe k € Z tal que a =2k + 1. Dai
segue que

a® = (2k+1)? =4k? + 4k +1=202k* +2k) +1=20+1,
——

¢
onde ¢ = 2k? + 2k, e portanto a®> também serd impar.

(b) Suponha, por redug¢do ao absurdo, que a ndo é par. Logo a é
fmpar. Ent3o, pela Proposicdo 7 (a), a® também é impar, o
que contradiz a hipdtese. Portanto a é par.
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Ndmeros
Nimeros Racionais

Q nao é completo

Proposicao

A equacdo x* = 2 ndo admite solucdo em Q.
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Ndmeros
Nimeros Racionais

Q nao é completo

Prova: Suponhamos, por reducio ao absurdo, que x* = 2 tem

- o a a
solu¢do em Q. Entdo podemos tomar x = 5 coma,beZ e 5
. ) a\2 . )
irredutivel. Logo (7> =2, ou seja, a°> = 2b? e portanto a° é
par. Segue da Proposi¢do 7 (b) que a também é par. Portanto
existe k € Z tal que a = 2k.

Mas
2% = 2b?
a=2k

Portanto b? é par e, pela Proposicio 7 (b), b também é par. Mas

} — 2b% = 4k?® — b% = 2k2.

. . . a , , . ~ S
isto implica que 5 é redutivel (pois a e b s3o divisiveis por 2) o

- - .. a a\?2
que é uma contradicdo. Logo n3o existe EE@ tal que (E) =2
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Ndmeros

Nimeros Racionais
Q nao é completo

Sejam p1, p2, - - - pn nimeros primos distintos. Mostre que a
equacdo x> = pipo - - - pp ndo admite solug3o racional.
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Corpos

Corpos

Vimos que os nimeros racionais com a sua adicdo, multiplicacdo e
relacdo de ordem é um corpo ordenado.

Estaremos também interessados no corpo dos nimeros reais R e no
corpo dos niimeros complexos C. Abstratamente, um corpo é um
conjunto ndo vazio IF onde estdo definidas duas operacdes bindrias

+:FxF—>F
(x,y) = x+y

S FxF T
(x,y) = x-y

que gozam das seguintes propriedades
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Corpos

Propriedades de um Corpo - Adicao

(A1) (associativa) (x+y)+z = x+(y+z),V x,y,z€F;
(A2) (comutativa) x+y =y +x,V x,y € F;

(A3) (elemento neutro) existe 0 € F tal que x + 0 = x,
para todo x € F;

(A4) (oposto) para todo x € I, existe y € F (y = —x),
tal que x+y =0;
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Corpos

Propriedades de um Corpo - Multiplicacao

(M1) (associativa) (x-y)-z=x-(y-z),V x,y,z€F;
(M2) (comutativa) x -y =y - x, para todo x,y € [F;

(M3) (elemento neutro) existe 1 € F, tal que x- 1 = x,
para todo x € F;

(M4) (elemento inverso) para todo x € F, x # 0, existe
yEF,(y:%),taI que x-y=1;
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Corpos

Propriedades de um Corpo - Distributiva

(D) (distributiva da multiplicacdo)
x-(y+z)=x-y+x-z,Vx,y,z€F.
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Se no corpo F estd definida uma relagdo de ordem <, a quadrupla
(F, +, <) é um corpo ordenado se além das propriedades
anteriores, tambem valem as propriedades:

(O1) (reflexiva) x < x, para todo x € IF;
02) (anti-simétrica) x <y e y<x — x = ara
y y Y, P
quaisquer x,y € IF;

(O3) (transitiva) x <y, y<z = x < z, para
quaisquer x,y,z € IF;

(O4) Para quaisquer x,y € F, x <y ou y < x;
(OA) x<y = x+z<y+z;
(OM) x<y e z>20 = x-z<y-z.
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Corpos

Definicao

@ Diremos que um subconjunto A de um corpo ordenado
(F,+, -, <) € limitado superiormente se existe L€ (chamado
limitante superior de A) tal que a < L para todo a € A.

@ Se A CF for limitado superiormente, diremos que um niimero
sup(A) € F € o supremo de A, se for o menor limitante
superior de A; ou seja, se a < sup(A) para todo a € A e, se
F > f < sup(A), existe a € A tal que f < a.

@ Um corpo ordenado para o qual todo subconjunto limitado
superiormente possui supremo é chamado um corpo ordenado
completo.

Nem todo subconjunto limitado superiormente de Q tem supremo;
ou seja, Q é um corpo ordenado que n3o é completo.
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Nimeros Reais

Construcao dos Nimeros Reais - Cortes de Dedekind

O que sdo os nimeros reais?

Como definir adigdo, multiplicagdo de nimeros reais?

O conjunto dos nimeros reais com a adicdo e multiplicacdo é
um corpo?

Como definir relacdo de ordem para niimeros reais?

O corpo ordenado dos nidmeros reais é completo?
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Nimeros Reais

A idéia que queremos usar para construir (a partir de Q) o
conjunto dos nimeros reais R é:

“O conjuntos dos nimeros reais preenche toda a reta real.”

Os elementos de R serdo os subconjuntos de Q a esquerda de um
ponto da reta real e serdo chamados cortes.

Definicao

Um corte é um subconjunto oo C Q com as seguintes propriedades
o £ Jea#Q,

@ SepcaeQ>q<p, entio q € « (todos os racionais a
esquerda de um elemento de o estdo em a) e

@ Sepc€a, exister € a com p < r (a ndo tem um maior
elemento).

A
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Nimeros Reais

Observacao

Os cortes foram inventados em 1872 pelo matemdtico alemio
chamado Julius Wilhelm Richard Dedekind que viveu de
06.10.1831 a 12.02.1916)

e Se g € Q definimos g* = {r € Q : r < q}. Ent3do q* é um

corte que chamamos de racional. Os cortes que ndo sdo
racionais serdo chamados irracionais.

0 V2={qeQ:q><2}U{geQ:q <0} € irracional.
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Nimeros Reais

Observacao

Note que:

@ Seaw éum corte, p€ aeq ¢ «, entdo p < q.

@ Sea éum corte, r ¢ a er <s, entio s ¢ a.

Definicao

Diremos que o < B se o C 3
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Nimeros Reais

Se a, 5,7 sdo cortes
e a< B ef <y implicaque a < .

o Exatamente uma das seguintes relagées € valida: a < 8 ou
a=poupf<a.

@ Todo subconjunto ndo vazio e limitado superiormente de R
tem supremo.
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Nimeros Reais

e Se a, 8 € R definimos o + 8 como o conjunto de todos os
racionais da formar+s comr € a es € .

0 0"={seQ:s<0}

Proposicao
Dado « € R existe um dnico 5 € R tal que o+ 8 = 0*. O corte 3
assim definido é denotado por —«a.

Prova: E ficil ver que
—a={-peQ:p—r¢aparaalgumreQ, r>0}q
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Nimeros Reais

e Se a, 8 sdo cortes,
({peQ:30<reael<seca tais que p< rs}, a, 8 > 0*
a-0"=0", VaeR
a-f=¢ (—a)(—p) sea,f < 0*
—[(—a)f] sea < 0" e B> 07
— [a(—=PB)] sea > 0" e B <O

0o 1*={seQ:s<1}.
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Nimeros Reais

Denotamos o conjunto dos nimeros reais por R. Temos R D Q e
todo niimero real que n3o é racional é dito irracional (1/2 é
irracional).

Teorema

A quddrupla (R, +, -, <) satisfaz as condicées (A1) a (A4), (M1)
a (M4), (D), (O1) a (04), (OA) e (OM) como na segdo anterior e
portanto € um corpo ordenado. Além disso R é completo.
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Nimeros Reais

Denotamos o conjunto dos nimeros reais por R. Temos R D Q e
todo niimero real que n3o é racional é dito irracional (1/2 é
irracional).

Teorema

A quddrupla (R, +, -, <) satisfaz as condicées (A1) a (A4), (M1)
a (M4), (D), (O1) a (04), (OA) e (OM) como na segdo anterior e
portanto € um corpo ordenado. Além disso R é completo.

Mostre o teorema acima.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 - Analise



Distancia

Médulo de um Nimero Real

Modulo de um Ndmero Real

Definicao
Seja x € R. O médulo ou valor absoluto de x é dado por

x| = X, x =0
—X, x < 0.

Segue da definigdo acima que |x| > 0 e —|x| < x < |x|, para todo
x € R.
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Distancia

Médulo de um Nimero Real

Mostre que |x|?> = x2, ou seja, o quadrado de um niimero real ndo

muda quando se troca seu sinal.

A equacdo |x| = r, com r > 0, tem como solucdes os elementos do
conjunto {r,—r}.
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Distancia

Médulo de um Nimero Real

O resultado do Exemplo 3 pode ser generalizado como no exemplo
seguinte.

A equagdo |ax — bl =r, comr >0 e a # 0, tem como solugbes os

; b+r b—r
elementos do conjunto P :

a

Resolva a equacdo |2x + 1| = 3.

Resolucao: Temos 2x +1 =3 ou 2x + 1 = —3, o que nos leva a
solugdo x = 1 ou x = —2.
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Distancia

Médulo de um Nimero Real

DISENTE

Sejam P e Q dois pontos da reta real de abscissas x e y
respectivamente. Ent3o a distdncia de P a Q (oude x a y) é
dada por |x — y|. Assim |x — y| é a medida do segmento PQ. Em
particular, como |x| = |x — 0], entdo |x| é a distancia de x a 0.

O préximo exemplo diz que a distancia de x a 0 é menor do que r,
com r > 0, se e somente se x estiver entre —r e r.
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Distancia

Médulo de um Nimero Real

Sejacomr > 0. Entdo |x|<r <= —-r<x<r.

A seguinte figura ilustra o significado geométrico do exemplo.

x| <r
4 " ) .
¢ 7 g ”
—r 0 r

O intervalo (—r, r) é o conjunto dos pontos de R que distam de 0
menos que r (bola de raio r em torno de 0).

Agora, vamos generalizar o Exemplo acima.
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Distancia

Médulo de um Nimero Real

Resolva a inequagdo |ax — b| < r na varidvel x, comr >0 e a # 0.

Resolucao: De forma similar ao exemplo anterior,
—r < ax — b < r. Somando b aos termos da inequacdo obtemos

b—r<ax<b+r.

Logo,
b—r b+r
ea>0 — ; <x < 3 ;

b+r b—r
<X<TD

0a<0 —
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Distancia

Médulo de um Nimero Real

No caso particular a =1, se a distdncia de x a b for menor do
que r, isto é, |[x — b| < r, r > 0, entdo x estard entre b—r e
b+ r. Geometricamente,

Ix—b|<r
4 /I d ) N
777 7777) X
b—r b b+r
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