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AO AMBIENTE DE APRENDIZADO ELETRONICO
INFORMAGOES ESSENCIAIS

. )
REcCUPE GAO DE APRENDIZADO

ACESSO AO AMBIENTE DE APRENDIZADO ELETRONICO

E-DISCIPLINAS USP

Todas as informagGes e material do curso estao disponiveis em
https://edisciplinas.usp.br/acessar/

PARA O SEU PRIMEIRO ACESSO

ID do Usuario: ID or Mail USP

Senha: Sua senha

Vocé também podera acessar diversas informacdes da disciplina em
https://sites.icmc.usp.br/andcarva/sma0380/Analise_ SMA0380.html
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ACESSO AO AMBIENTE PRI ADO ELETRONICO
INFORMAGOES ESSENCIAIS EMENTA

2 APRENDIZADO

o Nuameros:

e Os axiomas de Peano e os niimeros naturais
o Nimeros inteiros e as propriedades de grupo
o Nimeros racionais e as propriedades de corpo
e Nimeros reais: Cortes de Dedekind

@ Segqiiéncias e séries de numeros reais:
e Seqiiéncias: Definicdo e propriedades

Convergéncia de sequéncias

Seqiiéncias de Cauchy e Completamento

Séries: Definicdo e propriedades

Séries de termos positivos

Séries de poténcias

Testes da raiz e da razdo

Séries de rearranjadas

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 Anallise



ACESSO AO AMBIENTE DE APRENDIZADO ELETRONICO

INFORMAGOES ESSENCIAIS

ERAGAO DE APRENDIZADO

o Continuidade:

e Fung¢bes Continuas

o Limites de funcdes

e Funcdes continuas

e Funcdes e compacidade

o Funcdes e conexao

o Descontinuidades

Diferenciabilidade:
Definic3o e propriedades
O Teorema do valor médio

o

o

e Férmula de Taylor

o Séries de Poténcias e analiticidade
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ACESSO AO AMBIENTE PRI ADO ELETRONICO
INFORMAGOES ESSENCIAIS EMENTA

’RENDIZADO

o As integrais de Riemann-Stieltjes:
o Definicdo e propriedades
o Integracdo e Diferenciagdo

o Seqiiéncias e séries de funcdes:
Convergéncia uniforme

Convergéncia uniforme e continuidade
Convergéncia uniforme e diferenciabilidade
Convergéncia uniforme e integracio
Familias equicontinuas

O Teorema de Stone-Weierstrass
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ACESSO AO AMBIENTE DE APRENDIZADO ELETRONICO
INFORMAGOES ESSENCIAIS

O DE APRENDIZADO

Provas

Provas
@ Prova 1 (Peso 2): 12/04 das 08:10 as 09:50hs

Prova 2 (Peso 2): 17/05 das 08:10 as 09:50hs

@ Prova 2 (Peso 3): 21/06 das 08:10 as 09:50hs

@ Prova Substitutiva (do bem): 28/06 das 08:10 as 09:50hs
@ Periodo de Recuperacdo: 11 a 19 de Julho de 2024
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ACESSO AO AMBIENTE DE APRENDIZADO ELETRONICO
INFORMAGOES ESSENCIAIS EMEN
] TO
RAGAO DE APRENDIZADO

Calendario de Aulas

Horario das Aulas: 08:10-09:50hs (segunda, quarta e sexta)
Local das Aulas: Sala 5-004 - ICMC

Calendario de Aulas

[[ Més ][ Seg [ Qua [ Sex |[ Seg | Qua [ Sex [ Seg [ Qua | Sex [[ Seg [Qua| Sex [[ Seg [Qua] Sex ]|
[ s Lo Too [ [ [ [ [ [ = IENERER] | | ]
[[Abr ] 01 [ 03 ] 05 [[ 08 [ 10 | 12 [[ 16 | 17 | 10 [[ 22 [ 24 ] 26 ][ 29 | [ 0
[vai [ THCW 03 [[os Jos [uo[[13 s [ar o]z 2e [ 27 [2 BN
[Jun [T 03] 0507 [[10 [ 12 | 14 [[ 17 | 19 | 21 [[ 24 [ 26 [ 28 |] [ [ 0
Coar Tl [ [T [ [ [T [ [ [T T T [T T [ T
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INDIZADO ELE

DIMENTO
RECUPERACAO DE APRENDIZADO

Al
INFORMAGOES ESSENCIAIS E
A
R

ATENDIMENTO

@ Sala 3-123 - Quarta Feira das 14:00 as 16:00hs.
@ Entre em contato se precisar de atendimento fora desse

horario.
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) AO AMBIENTE DE APRENDIZADO ELETRONICO

M TO
ERAGAO DE APRENDIZADO

Al
INFORMAGOES ESSENCIAIS E
Ar
R

RECUPERACAO DE APRENDIZADO

Vocé teve que perder alguma prova?

@ Caso necessite de recuperacdo de aprendizado por razdes
médicas ou algum outro compromisso oficial, vocé devera
fazer a prova substitutiva no dia 28/06 as 08:10hs.

@ Informe-se na Secretaria da Graduacdo do seu Curso para
saber se vocé pode requerer a recuperagao de aprendizado e a
documentacao necessdria.

@ O periodo de recuperacio serd de 11 a 19 de Julho de 2024.
A prova serd marcada oportunamente.
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Os Numeros Naturais
Os Numeros Inteiros

Os Nimeros 5 P
Nidmeros Racionais

Os Nimeros

Faremos uma apresentacao sucinta do conjunto dos niimeros
naturais, inteiros, racionais e reais e suas construcoes para servir
como base para o que serd desenvolvido posteriormente. Faremos
também algumas formaliza¢cdes que ajudam na compreensdo dos
conceitos que serdo desenvolvidos posteriormente.

Escreveremos

‘ N={0,1,2,3,...} =Conjunto dos niimeros naturais, ‘

Z={...,—3,-2,—-1,0,1,2,3,...} =Conjunto dos niimeros inteiros, ‘

(&

a v ) , L
= {E ca,becZ,b> O} = Conjunto dos nimeros racionais.

Alexandre Nolasco de Carvalho ICMC - USP SMA 0380 Anallise



Os Nimeros Naturais
Os Numeros Inteiros

Os Nimeros 5 P
Nidmeros Racionais

Os Numeros Naturais

Os nimeros naturais sdo os que utilizamos para contar objetos e

sdo caracterizados pelos Axiomas de Peano:
© Todo ndmero natural tem um dnico sucessor.

@ Numeros naturais diferentes tem sucessores diferentes.
© Existe um dnico natural, chamado zero (denotado por 0), que
nao € sucessor de nenhum nimero natural.

© Seja XCN tal que 0€ X e, se n€ X, seu sucessor (denotado
por n+1) também pertence a X. Entdo X = N.

A adig3o é definida por: n+0:=n,neN,en+(p+1):=(n+p)+1,
n,p € N, (sabendo somar p sabemos somar p+1).

A multiplicagdo é definida por:n-0=0e n:(p+1):=n-p+n, n,peN.
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Os Nimeros Naturais
Os Numeros Inteiros

Os Nimeros 5 P
Nidmeros Racionais

Prova por Indugao

O quarto Axioma de Peano é conhecido como axioma de inducio e
é frequentemente utilizado em demonstracdes matemadticas.

Prova por Inducgdo: Dado que uma proposi¢do P(n), definida
para todo n € N, pode ser verdadeira ou falsa, para verificar que a
mesma é verdadeira para todo n € N basta verificar que:

@ P(0) é verdadeira e

@ Se neN é tal que P(n) é verdadeira, entdo P(n+1) também é.

De fato: Se X denota o conjunto dos niimeros naturais n para os
quais P(n) é verdadeira, entdo 0 € X e, se n € X, entdo n+1€X.
Logo X = N pelo quarto Axioma de Peano.
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Os Nimeros Naturais
Os Numeros Inteiros

Os Nimeros 5 P
Nidmeros Racionais

Exercicio: Mostre que n-1 = n, para todo n € N, e que a adicdo e
multiplicacdo definidas acima sdo comutativas e associativas.
Vamos provar a comutatividade e associatividade da adi¢ao:

ParatodoneN,1+n=n+1e0+n=n+0

Prova: Faremos ambas as provas ao mesmo tempo. Note que o
resultado é valido para n = 0. Suponha que o resultado seja valido
para n = k e mostremos que vale também para n = k + 1. De
fato, da hipétese da indugdo (h) e da defini¢do de adigdo (d),

1 (d) (h)
+(k+1)=(1+k)+1=(k+1)+1

(h) (d)

0+ k+ )P0+ +12 %10 +1Pr+19

k+1)40

Segue que o resultado vale para todo n € N
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Os Nimeros Naturais
Os Numeros Inteiros

Os Nimeros 5 P
Nidmeros Racionais

Agora motremos a associatividade.

Lema (Associatividade)

Para todo n,p,r e N, (n+p)+r=n+(p+r).

Prova: Note que o resultado é valido trivialmente para r =0 e
para r = 1. Suponha que o resultado seja vélido para r = k e
mostremos que vale também para r = k + 1. De fato, da hipdtese
da indugdo (h) e da definicdo de adi¢do (d),

(@) )

n+(p+(k+1) =n+((p+k)+1) = (n+(p+k)+1
h d
@) ((n+p)+k)+1(:) (n+p) + (k+1).

Segue que o resultado vale para todo r € N
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Os Nimeros Naturais
Os Numeros Inteiros

Os Nimeros 5 P
Nidmeros Racionais

Por fim provamos a comutatividade

Lema (Comutatividade)

Para todon,p e N, n+p=p+n.

Prova: Note que o resultado é valido para qualquer ne Ne p=20
ou p =1 (Lemma (1)). Suponha que o resultado seja vélido para
p = k e mostremos que vale também para p = k + 1. De fato, da
hipétese da indugdo (h), da definicdo de adi¢do (d), do Lema (1)
(I1) e do Lema (Associatividade) (la),

it k+ 1)L+ 1 @ k)1

(11 1)

1
1k @arn+n® k1) on
Segue que o resultado vale para todo p € N
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Os Nimeros Naturais
Os Numeros Inteiros

Os Nimeros 5 P
Nidmeros Racionais

Lema (Lei do Cancelamento)

Para todo m,n,p € N, m+ n= m+ p implica n = p.

Prova: Primeiramente mostremos que, 0 ## p para todo natural p

ndo nulo. Se p#0, p é sucessor de um natural (denotado por p—1)
e0+p=0+((p—1)+1)=(0+(p—1))+1=(p—1)+1. Logo,
como 0 n3o é o sucessor de nenhum nimero natural, 0+0=0+p
implica p=10. Se k4+ 0=k + p implica p = 0, temos que

(k—l—ﬁ)+0:k+(1+0):k+(0+1):(k+0)+1

——
(k+1)+p=k+Q+p)=k+(p+1)=(k+p)+1

Como nimeros naturais distintos tem sucessores distintos seque
gue k+ 0=k + p e portanto p = 0. O restante da prova é
deixada como exercicio.ry
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Os Nimeros Naturais
Os Numeros Inteiros
Nidmeros Racionais

Os Nimeros

De maneira natural definimos uma ordem em N. Diremos que
m < n se existe p € N tal que n = m + p.
Esta relacdo tem as seguinte propriedades:
o O;1: Reflexiva: Paratodo ne€ N, n < n.
Oy: Antisimétrica: Se m < ne n<m, entdo m = n.
Os: Transitiva: Se m< nen< p, entdio m < p.
O4: Dados m,n € N temos que ou m < noun<m.
Os: Sem<nepeN,entdiom+p<n+pemp<np.
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Os Nimeros Naturais
Os Numeros Inteiros
Nidmeros Racionais

Os Nimeros

De maneira natural definimos uma ordem em N. Diremos que
m < n se existe p € N tal que n = m + p.
Esta relacdo tem as seguinte propriedades:

o O;1: Reflexiva: Paratodo ne€ N, n < n.

o Oy: Antisimétrica: Se m < nen<m, entdo m = n.

@ Os3: Transitiva: Se m< nen< p, entdo m < p.

@ O4: Dados m,n € N temos que ou m < nou n < m.

@ Os: Sem<nepeN,entdfom+p<n+pemp<np.

Mostre as propriedades acima.
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Os Nimeros Naturais
Os Numeros Inteiros

Os Nimeros 5 P
Nidmeros Racionais

Exercicio (Mostre que:)

@ Todo subjconjunto ndo vazio de N tem um menor elemento.
©14+3+4+5+---4(2n—1) = n?, para todo n € N*.

@ Todo natural maior que 1 € ‘produto’ de fatores primos.

De fato: Sejam S={neN*:n é primo ou produto de fatores
primos} e A={n € N*:n# len¢ S}. Note que o produto
de elementos de S € um elemento de S. Se A # @, entdo A
tem um primeiro elemento a. Como a¢ S devemos ter que
a=m.n com m,neN* distintos de 1. Note que n<a e m<a
e ao menos um deles pertence a A. Isto é uma contradicdo
pois a é o menor elemento de A. Segue que A = .
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Os Numeros Naturais
Os Nimeros Inteiros

Os Nimeros 5 S
Nidmeros Racionais

Os Nimeros Inteiros

A maneira usual de fazer a constru¢do dos inteiros a partir dos
naturais consiste em tomar os pares ordenados de niimeros naturais
com a seguinte identificacdo (a,b) ~ (c,d)se a+d = b+ c.

Desta forma, podemos representar
N= {(07 0), (]-7 0)7 (27 0)7 (3, 0)7' ) } e—N'= { T (07 3)a (07 2)7 (07 ]-)}

Tomar o sucessor significa somar 1 a primeira coordenada e, para
os inteiros negativos, voltar a identificar (1, n) com (0, n—1).
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Os Numeros Naturais
Os Numeros Inteiros

Os Nimeros A P——
Nimeros Racionais

Os Nimeros Racionais

Os nilmeros racionais sdo construidos tomando-se o conjunto
Z x 7* e identificando os pares (a, b) ~ (c, d) para os quais
ad = bc. Representamos um par (a, b) em Z x Z* por 7.

A soma e o produto em QQ s3o dados, respectivamente, por:

f+£ _ad+bc
b d  bd
a ¢ _a

b d  bd’
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Os Numeros Naturais
Os Numeros Inteiros

Os Nimeros A P——
Nimeros Racionais

Chamamos adigdo a operagdo que a cada par (x,y) € Q x Q
associa sua soma x + y € Q e chamamos multiplicacao a operacao
que a cada par (x,y) € Q x Q associa seu produto x - y € Q.

A terna (Q,+, ), ou seja, Q munido das operagdes “+" e
satisfaz as propriedades de um corpo. Isto quer dizer que valem as
propriedades seguintes:
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Os Numeros Naturais
Os Numeros Inteiros

Os Nimeros A P——
Nimeros Racionais

Propriedades da Adicao em Q

(A1) (associativa) (x+y)+z = x+(y+z),V x,y,z€Q;
(A2) (comutativa) x+y =y +x, V¥ x,y € Q;

(A3) (elemento neutro) existe 0 € Q tal que x +0 = x,
para todo x € Q;

(A4) (oposto) para todo x € Q, existe y € Q (y = —x),
talque x+y =0;
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Os Numeros Naturais
Os Numeros Inteiros

Os Nimeros A P——
Nimeros Racionais

Propriedades da Adicao em Q

(A1) (associativa) (x+y)+z = x+(y+z),V x,y,z€Q;
(A2) (comutativa) x+y =y +x, V¥ x,y € Q;

(A3) (elemento neutro) existe 0 € Q tal que x +0 = x,
para todo x € Q;

(A4) (oposto) para todo x € Q, existe y € Q (y = —x),
talque x+y =0;

Mostre as propriedades acima.
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Os Numeros Naturais
Os Numeros Inteiros

Os Nimeros A P——
Nimeros Racionais

Propriedades da Multiplicacdo em Q

(M1) (associativa) (xy)z = x(yz), ¥V x,y,z € Q;
(M2) (comutativa) xy = yx, para todo x,y € Q;

(M3) (elemento neutro) existe 1 € Q, tal que x1 = x,
para todo x € Q;

(M4) (elemento inverso) para todo x € Q, x # 0, existe
y € Q,(y:%),tal que x -y =1;
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Os Numeros Naturais
Os Numeros Inteiros

Os Nimeros A P——
Nimeros Racionais

Propriedades da Multiplicacdo em Q

(M1) (associativa) (xy)z = x(yz), ¥V x,y,z € Q;
(M2) (comutativa) xy = yx, para todo x,y € Q;

(M3) (elemento neutro) existe 1 € Q, tal que x1 = x,
para todo x € Q;

(M4) (elemento inverso) para todo x € Q, x # 0, existe
y € Q,(y:%),tal que x -y =1;

Mostre as propriedades acima.
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Os Numeros Naturais
Os Numeros Inteiros

Os Nimeros A P——
Nimeros Racionais

Propriedade Distributiva em Q

(D) (distributiva da multiplicacdo)
x(y+z)=xy+xz, Vx,y,z€Q.
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Os Numeros Naturais
Os Numeros Inteiros

Os Nimeros A P——
Nimeros Racionais

Propriedade Distributiva em Q

(D) (distributiva da multiplicacdo)
x(y+z)=xy+xz, Vx,y,z€Q.

Mostre a propriedade acima.
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Os Numeros Naturais
Os Numeros Inteiros
Numeros Racionais

Os Nimeros

Apenas com estas 9 propriedades podemos provar todas as
operacgoes algébricas com o corpo Q. Vamos enunciar algumas e
demonstrar outras a seguir.

Proposi¢do (Lei do Cancelamento)
Em Q, vale

‘x+z:y+z — x:y‘

e sez#0

X z=y-z = x=y.|
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Os Numeros Naturais
Os Numeros Inteiros
Numeros Racionais

Os Nimeros

Prova:

x =x4+0=x+(z4+(-2))=x+2)+(-2)
=(y+2)+(-2)=y+(z+(-2))=y+0=yg
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Os Numeros Naturais
Os Numeros Inteiros
Numeros Racionais

Os Nimeros

Proposicao

O elementos neutros da adicdo e da multiplicacdo sdo tinicos.

As seguintes proposi¢des seguem da Lei do Cancelamento.

Proposicao

O elemento oposto e o elemento inverso sdo tinicos.

Proposicao
Para todo x € Q, x-0=0.

Proposicao

Para todo x € Q, —x = (—1)x.
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